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2023北京三十五中高三 10月月考 

数    学 

2023.10 

Ⅰ卷（选择题  共 40 分） 

一、选择题（共 10 个小题，每题 4 分，共 40 分） 

1. 已知集合
   21 2 , 3 4 0, ZA x x B x x x x= −   = − −  

，则 A B =（    ） 

A.  0,1  B.  1 1x x−    

C.  0,1, 2  D.  1 2x x−    

2. 已知
2

23 , tan2, log 3a b c−= = = ，则（    ） 

A. a b c   B. a c b   

C. b c a   D. c a b   

3. 下列函数中既是奇函数，又在区间(0,1)上单调递减的是 

A. 
3( )f x x=  B. ( ) lg | |f x x=  C. ( )f x x= −  D. ( ) cosf x x=  

4. 在

6

21
x

x
−

 
 
 

的展开式中，常数项是（    ） 

A. 20−  B. 15−  C. 15  D. 30  

5. 已知函数 | | | |( ) x xf x e e−= − ，则函数 ( )f x （    ） 

A. 是偶函数，且在 (0, )+ 上单调递增 

B. 是奇函数，且在 (0, )+ 上单调递减 

C. 是奇函数，且在 (0, )+ 上单调递增 

D. 是偶函数，且在 (0, )+ 上单调递减 

6. 若点
5π 5π

sin ,cos
6 6

M
 
 
 

在角 的终边上，则 tan2 =（    ） 

A. 
3

3
 B. 

3

3
−  C. 3  D. 3−  

7. 已知公差不为 0 的等差数列 na ，前 n项和为 nS ，满足 3 1 10S S− = ，且 1 2 4, ,a a a 成等比数列，则 3a =

（    ） 

A. 2  B. 6  C. 5或6  D. 12  

8. 已知函数 ( )=ln
a

f x x
x

+ ，则“ 0a  ”是“函数 ( )f x 在区间 ( )1,+ 上存在零点”的 

A. 充分而不必要条件 B.  必要而不充分条件  
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C. 充分必要条件  D. 既不充分也不必要条件 

9. 大西洋鲑鱼每年都要逆流而上，游回到自己出生的淡水流域产卵. 记鲑鱼的游速为 v（单位： /m s ），鲑

鱼的耗氧量的单位数为Q . 科学研究发现 v与 3log
100

Q
成正比. 当 1v m / s= 时，鲑鱼的耗氧量的单位数为

900 . 当 2m / sv = 时，其耗氧量的单位数为（    ） 

A. 1800  B. 2700  C. 7290  D. 8100  

10. 某种新产品的社会需求量 y 是时间 t 的函数，记作： ( )y f t= ．若 ( ) 00f y= ，社会需求量 y 的市场饱

和水平估计为 500 万件，经研究可得， ( )f t 的导函数 ( )f t 满足： ( ) ( ) ( )( )500f t kf t f t = − （k为正的

常数），则函数 ( )f t 的图像可能为（    ） 

 

A. ①② B. ①③ C. ②④ D. ①②④ 

Ⅱ卷（非选择题  共 110 分） 

二、填空题：（本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

11. 复数
2 i

1 i

−

+
的虚部为________． 

12. 我国古代典籍《周易》用“卦”描述万物的变化．每一“重卦”由从下到上排列的 6 个爻组成，爻分为阳爻

“ ”和阴爻“ ”，下图就是一重卦．如果某重卦中有 2 个阳爻，则它可以组成__________种

重卦．（用数字作答） 

 

13. 定义域为R 的函数 ( )f x 同时满足以下两条性质： 

①存在 0 Rx  ，使得 ( )0 0f x  ； 
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②对于任意 x R ，有 ( ) ( )1 2f x f x+ = ． 

写出满足上述性质的一个增函数 ( )f x = ________． 

14. 我们称一个数列是“有趣数列”，当且仅当该数列满足以下两个条件： 

①所有的奇数项满足 2 1 2 1n na a− + ，所有的偶数项满足 2 2 2n na a + ； 

②任意相邻的两项 2 1na − ， 2na 满足 2 1na −  2na . 

根据上面的信息完成下面的问题： 

（i）数列1,2 3 4 5 6, , , , __________“有趣数列”（填“是”或者“不是”）； 

（ii）若
2

( 1)
n

na n
n

= + − ，则数列 na __________“有趣数列”（填“是”或者“不是”）. 

15. 已知函数 ( )
e ,

,

xx x a
f x

x x a

 
= 

− 
，下列结论正确的有________． 

①对任意实数 a， ( )f x 不是单调函数； 

② ( )f x 的零点为 0； 

③若存在实数m 使 ( )f x m= 有三个不同的解，则实数 a的取值范围为
1

0,
e

 
 
 

； 

④存在实数 a，使 ( )f x 有 2 个极值点. 

三、解答题（共 6 道题，共 85 分．每道题要写出必要的演算步骤和计算过程） 

16. 如图，在平面直角坐标系 xOy 中，锐角 和钝角  的终边分别与单位圆交于 ,A B 两点．点 A 的横坐

标是
3

5
，点 B 的纵坐标是

12

13
. 

   

（1）求cos2 的值； 

（2）求 ( )sin  + 的值. 

17. 如图是某年 11 月 1 日到 11 月 20 日，某地区甲流疫情新增数据的走势图. 
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（1）从这 20 天中任选 1 天，求新增确诊和新增疑似的人数都超过 100 的概率； 

（2）从新增确诊的人数超过 100 的日期中任选两天，用 X 表示新增确诊的人数超过 140 的天数，求 X 的

分布列和数学期望； 

（3）观察新增病例 8 日到 14 日这 7 天的折线图，指出从哪天开始连续三天新增确诊病例的方差最大（直

接写出结论即可）. 

18. 已知函数 ( ) ( )sin cos , Rf x x x a x a= + −  ． 

（1）若 0a = ，判断函数 ( )f x 在区间 ( )0, 2π 是否存在极值点？说明理由； 

（2）若 ( )f x 在
π

0,
2

 
 
 

内单调递增，求实数 a的取值范围． 

19. 设某商品的利润只由生产成本和销售收入决定．生产成本 C（单位：万元）与生产量 x（单位：千件）

间的函数关系是 C＝3+x；销售收入 S（单位：万元）与生产量 x间的函数关系是

18
3 5,0 6

8

14, 6

x x
S x

x


+ +  

= −
 

 . 

（Ⅰ）把商品的利润表示为生产量 x的函数； 

（Ⅱ）为使商品的利润最大化，应如何确定生产量？ 

20. 已知函数 ( )
ex

x a
f x

+
= ． 

（1）若曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )0, 0f 处的切线方程为 y x b= + ，求实数 ,a b的值； 

（2）若 ( )f x 的最大值为
1

e
，求实数 a的值； 

（3）当 0a = 时，过点 ( )0,1 可向曲线 ( )y f x= 作几条切线？请给出结论并说明理由． 

21. 已知项数为 ( )* 2m m N m ， 的数列 na 满足如下条件：① ( )* 1,2, ,na N n m = ；②

1 2 ··· .ma a a   若数列 nb 满足
( )1 2 *

···

1

m n

n

a a a a
b N

m

+ + + −
= 

−
，其中 1, 2, ,n m= 则称 nb 为 na 的

“伴随数列”. 
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（I）数列1 3 5 7 9，，，，是否存在“伴随数列”，若存在，写出其“伴随数列”；若不存在，请说明理由； 

（II）若 nb 为 na 的“伴随数列”，证明： 1 2 ··· mb b b   ； 

（III）已知数列 na 存在“伴随数列” nb ，且 1 1 2049ma a= =， ，求m 的最大值. 
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参考答案 

Ⅰ卷（选择题  共 40 分） 

一、选择题（共 10 个小题，每题 4 分，共 40 分） 

1. 【答案】C 

【分析】计算  0,1,2,3B = ，再计算交集得到答案. 

【详解】      2 3 4 0, Z 1 4, Z 0,1,2,3B x x x x x x x= − −   = −    = ， 

 1 2A x x= −   ，  0,1,2A B = . 

故选：C. 

2.【答案】D 

【分析】确定
1

9
a = ， 0b  ， 1c  ，得到答案. 

【详解】
2 1

3
9

a −= = ， tan2 0b =  ， 2 2log 3 log 2 1c  == ，故 c a b  . 

故选：D. 

3. 【答案】C 

【分析】 

判断四个选项中的函数的奇偶性和在 ( )0,1 上的单调性，得到答案. 

【详解】选项 A 中， ( ) 3f x x= ，是奇函数，但在 ( )0,1 上单调递增，不满足要求； 

选项 B 中， ( ) lgf x x= ，是偶函数，不满足要求， 

选项 C 中， ( )f x x= − ，是奇函数，在 ( )0,1 上单调递减，满足要求； 

选项 D 中， ( ) cosf x x= ，是偶函数，不满足要求. 

故选：C. 

【点睛】本题考查判断函数的奇偶性和单调性，属于简单题. 

4. 【答案】C 

【分析】 

利用二项展开式的通项公式可求常数项. 

【详解】

6

21
x

x
−

 
 
 

的展开式的通项公式为 ( ) ( )
6

2 3 6

1 6 6

1
1

r
r rr r r

rT C x C x
x

−

−

+

 
= − = − 

 
， 

令3 6 0r − = ，则 2r = ，故常数项为 ( )
2 2

3 61 15T C= − = ， 

故选：C. 

【点睛】本题考查二项展开中的指定项，注意利用通项公式帮助计算，本题为基础题. 
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5. 【答案】A 

【分析】由偶函数的定义判断函数 ( )f x 的奇偶性，结合指数函数的单调性判断函数 ( )f x 的单调性. 

【详解】∵ 
| | | |( ) x xf x e e−= −  

∴ | | | | | | | |( ) ( )x x x xf x e e e e f x− − − −− = − = − = ， 

∴ 函数 | | | |( ) x xf x e e−= − 为偶函数， 

当 (0, )x + 时，
1

( ) =x x x

x
f x e e e

e

−= − − ， 

∵ 函数 xy e= 在 (0, )+ 上单调递增，函数
1
x

y
e

= 在 (0, )+ 上单调递减， 

∴ ( ) e ex xf x −= − 在 (0, )+ 上单调递增， 

即函数 | | | |( ) x xf x e e−= − 在 (0, )+ 上单调递增. 

故选：A. 

6. 【答案】C 

【分析】根据三角函数定义得到 tan 3 = − ，再根据二倍角公式计算得到答案. 

【详解】
5π 5π

sin ,cos
6 6

M
 
 
 

，故

5π
cos

6tan 3
5π

sin
6

 = = − ，
2

2 tan 2 3
tan2 3

1 tan 1 3






−
= = =

− −
. 

故选：C. 

7. 【答案】B 

【分析】 

将题设条件转化为基本量的方程组，求出基本量后可求 3a . 

【详解】设等差数列的公差为d ，则
( ) ( )

1 1

2

1 1 1

3 3 10

3

a d a

a d a a d

+ − =


+ = +

 ， 

解得
1 2

2

a

d

=


=
或

1 5

0

a

d

=


=
（舍），故 ( )3 2 2 3 1 6a = +  − = ， 

故选：B. 

【点睛】等差数列或等比数列的处理有两类基本方法：（1）利用基本量即把数学问题转化为关于基本量的

方程或方程组，再运用基本量解决与数列相关的问题；（2）利用数列的性质求解即通过观察下标的特征和

数列和式的特征选择合适的数列性质处理数学问题． 

8. 【答案】C 

【分析】把函数 ( )f x 拆解为两个函数，画出两个函数的图像，观察可得. 

【详解】当 a<0时，作出 ln ,
a

y x y
x

= = − 的图像， 
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可以看出 a<0时，函数 ( )f x 在区间 ( )1,+ 上存在零点，反之也成立，故选 C. 

【点睛】本题主要考查以函数零点为载体的充要条件，零点个数判断一般通过拆分函数，通过两个函数的

交点个数来判断零点个数. 

9. 【答案】D 

【分析】 

设 3log
100

Q
v k= ，利用当 1v m / s= 时，鲑鱼的耗氧量的单位数为900 求出 k 后可计算 2m / sv = 时鲑鱼

耗氧量的单位数. 

【详解】设 3log
100

Q
v k= ，因为 1v m / s= 时， 900Q = ，故 3

900
1 log 2

100
k k= = ， 

所以
1

2
k = ，故 2m / sv = 时， 3

1
2 log

2 100

Q
= 即 8100Q = . 

故选：D. 

【点睛】本题考查对数函数模型在实际中的应用，解题时注意利用已知的公式来求解，本题为基础题. 

10. 【答案】B 

【分析】由 ( ) ( ) ( )( )500f t kf t f t = − 得， ( ) 0f t  ，即单调递增，再结合基本不等式，即可求. 

【详解】因为 ( ) ( ) ( )( )500f t kf t f t = − ，依题知 ( )0 500f t  ，所以 ( ) 0f t  ， 

即函数 ( )y f t= 单调递增，④不合， 

又 ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) 2

500
500 ( )

2

f t f t
f t kf t f t k

+ −
= −  ， 

当且仅当 ( ) ( )( )500f t f t= − ，即 ( ) 250f t = 时，等号成立， 

则若 0 250y  ，则等号可以取得，即导函数 ( )f t 在 ( ) 250f t = 处取得最大值， 

即在该处函数的变化最大，则③满足题意，②不合题意； 

当 0 250y  时，等号取不了，但 ( )y f t= 是单调递增的，①符合题意； 

只有①③符合题意. 

故选：B 

Ⅱ卷（非选择题  共 110 分） 
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二、填空题：（本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

11. 【答案】
3

2
−  

【分析】计算得到
1 3

i
2 2

z = − ，再确定虚部得到答案. 

【详解】
( )( )

( )( )

2 i 1 i2 i 2 2i i 1 1 3
i

1 i 1 i 1 i 2 2 2
z

− −− − − −
= = = = −

+ + −
，故虚部为

3

2
− . 

故答案为：
3

2
− . 

12. 【答案】15 

【分析】 

根据组合的定义可得重卦的种数. 

【详解】由题设，卦的种数为
2

6 15C = ， 

故答案为：15 . 

【点睛】本题考查组合的应用，解题时注意将实际问题抽象为组合问题，本题属于基础题. 

13. 【答案】 2 x （答案不唯一） 

【分析】取 ( ) 2xf x = ，验证满足条件，得到答案. 

【详解】 ( ) 2xf x = ， ( )1 2 0f =  ，满足存在 0 Rx  ，使得 ( )0 0f x  ； 

( ) ( )11 2 2 2 2x xf x f x++ = =  = ，满足条件. 

故答案为： 2 x . 

14. 【答案】    ①. 是    ②. 是 

【分析】 

依据定义检验可得正确的结论. 

【详解】若数列为1,2 3 4 5 6, , , , ，则该数列为递增数列，满足“有趣数列”的定义， 

故1,2 3 4 5 6, , , , 为“有趣数列”. 

若
2

( 1)
n

na n
n

= + − ，则 2 1 2 1

2 2
2 1 , 2 1

2 1 2 1
n na n a n

n n
− += − − = + −

− +
， 

2 2 2

2 2
2 , 2 2

2 2 2
n na n a n

n n
+= + = + +

+
. 

2 1 2 1 2

2 2 4
2 2 0

2 1 2 1 4 1
n na a

n n n
− +− = − − + = − − 

− + −
，故 2 1 2 1n na a− + . 

( ) ( )
2 2 2

4 1 1
2 2 2 0

2 2 2 1 2
n na a

n n n n
+− = − + = − +  − + 

+ +
, 

故 2 2 2n na a + . 



 

第10页/共19页 
 

2 1 2

2 2 2 2
2 1 2 1 0

2 1 2 2 1 2
n na a n n

n n n n
− − = − − − − = − − − 

− −
，故 2 1na −  2na . 

综上， na 为“有趣数列”. 

故答案为：是，是. 

【点睛】本题以“有趣数列”为载体，考虑数列的单调性，注意根据定义检验即可，本题为中档题. 

15. 【答案】①② 

【分析】利用导数判断单调性和求解极值的方法画出函数大致图象，分析运算即可得解. 

【详解】解：设 ( ) exg x x= ，得 ( ) e e (1 )ex x xg x x x = + = + ， 

令 ( ) 0g x = 可得： = 1x − ， 

当 ( , 1)x − − 时， ( ) 0g x  ；当 ( 1, ) − +x 时， ( ) 0g x  ， 

( )g x 在 ( , 1)− − 上为减函数，在 ( 1, )− + 上为增函数， 

min

1
( ) ( 1)

e
g x g= − = − ， (0) 0g = ； 

当 0x  时，
1

( ) 0
e

g x−   ，当 0x  时， ( ) 0g x  . 

设 ( )h x x= − ，其图象为过原点、斜率为 1− 的直线. 

将 ( )g x 、 ( )h x 的大致图象画在同一直角坐标系中如图： 

 

 

对于①，当 1a  − 时，如上图， ( )f x 在 ( ),a− 上为减函数， 
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在 ( ),a + 上为减函数，但 ( ) e 0ag a a=  ， 0( )h a a= −  ， 

故 ( )f x 不是单调函数； 

 

当 1a  − 时，如上图， ( )f x 在 ( ), 1− − 上为减函数，在 ( )1,a− 上为增函数， 

在 ( ),a + 上为减函数，故 ( )f x 不是单调函数； 

综上知，对任意实数 a， ( )f x 不是单调函数，故①正确. 

 

对于②，当 a<0时，如上图，在 ),a + 上 ( ) ( )f x h x x= = − ，零点为 0； 

 

当 0a = 时，如上图，在 )0, + 上 ( ) ( )f x h x x= = − ，零点为 0； 
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当 0a  时，如上图，在 ( ),a− 上 ( ) ( ) exf x g x x= = ， 0 0 0f g ，零点为 0； 

综上知， ( )f x 的零点为 0，故②正确. 

对于③，对实数m ， ( )f x m= 的解的情况等价于曲线 ( )y f x= 与直线 y m= 的 

交点情况，则 

 

当 1a  − 时，如上图，曲线 ( )y f x= 与直线 y m= 至多有两个交点； 

 

当
1

1
e

a−   时，如上图，曲线 ( )y f x= 与直线 y m= 至多有三个交点； 
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当
1

e
a  时，如上图，曲线 ( )y f x= 与直线 y m= 至多有两个交点； 

综上知，若存在实数m 使 ( )f x m= 有三个不同的解， 

则实数 a的取值范围为
1

1,
e

 
− 
 

，故③错误. 

 

对于④，当 1a  − 时，如上图， ( )f x 在 ( ),a− 和 ( ),a + 上没有极值点； 

 

当 1a  − 时，如上图， ( )f x 在 ( ),a− 上有 1 个极值点 = 1x − ，在 ( ),a + 上没有极值点； 
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综上知，不存在实数 a，使 ( )f x 有 2 个极值点，故④错误. 

故答案为：①②. 

【点睛】方法点睛：讨论函数零点(方程有根)问题的常用的方法： 

（1）直接法：直接求解方程得到方程的根，再通过解不等式确定参数范围； 

（2）分离参数法：先将参数分离，转化成求函数的值域问题加以解决； 

（3）数形结合法：先对解析式变形，进而构造两个函数，然后在同一平面直角坐标系中画出函数的图

象，利用数形结合的方法求解. 

三、解答题（共 6 道题，共 85 分．每道题要写出必要的演算步骤和计算过程） 

16. 【答案】（1）
7

25
− ；     

（2）
16

65
. 

【分析】（1）根据题意结合任意角三角函数的定义求出cos的值，然后利用二倍角公式可求得答案； 

（2）根据题意结合任意角三角函数的定义求出 cos ， sin  的值，再利用同角三角函数的关系求出

sin ,cos  ，然后利用两角和的正弦公式可求得结果. 

【小问 1 详解】 

因为锐角 的终边与单位圆交于A 两点，且点A 的横坐标是
3

5
， 

所以
3

cos
5

 = ， 

所以
2 9 7

cos2 2cos 1 2 1
25 25

 = − =  − = − ； 

【小问 2 详解】 

因为在平面直角坐标系 xOy 中，锐角 和钝角  的终边分别与单位圆交于 ,A B 两点，点 A 的横坐标是
3

5
，

点 B 的纵坐标是
12

13
， 

所以
3

cos
5

 = ，
12

sin
13

 = ， 

所以 2co
9 4

sin
5

s1 1
25

 = − = − = ， 

2 144 5
cos 1 sin 1

169 13
 = − − = − − = − ， 

所以 ( )sin sin cos cos sin     + = +  
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4 5 3 12 16

5 13 5 13 65

 
=  − +  = 

 
. 

17. 【答案】（1）
3

20
     

（2）分布列见答案， ( )
2

3
E X =      

（3）8 

【分析】（1）新增确诊和新增疑似人数超过 100 的有 3 天，得到概率. 

（2） X 的所有可能值为0,1, 2 ，计算概率得到分布列，再计算数学期望得到答案. 

（3）根据图像观察数据波动情况，得到方差最大. 

【小问 1 详解】 

由图知在统计的这 20 天中, 新增确诊和新增疑似人数超过 100 的有 3 天， 

设事件A 为“从这 20 天中任取 1 天，新增确诊和新增疑似的人数都超过 100”， 

则 ( )
3

20
P A =  

【小问 2 详解】 

新增确诊的日期中人数超过 100 的有 6 天，其中有 2 天人数超过 140， 

所以 X 的所有可能值为0,1, 2，  

所以 ( )
2

4

2

6

C 2
0

C 5
P X = = = ， ( )

1 1

2 4

2

6

C C 8
1

C 15
P X = = =  ， ( )

2

2

2

6

C 1
2

C 15
P X = = = ， 

所以 X 的分布列为： 

X  0 1 2 

P  
2

5
 

8

15
 

1

15
 

所以 X 的数学期望为 ( )
2 8 1 2

0 1 2
5 15 15 3

E X =  +  +  = . 

【小问 3 详解】 

根据图像知，从 8 日开始的连续三天，新增确诊病例的人数波动最大，故方差最大. 

18. 【答案】（1）存在，理由见解析     

（2） )0, +  

【分析】（1）求导得到导函数，确定函数单调区间，计算极值得到答案. 

（2）求导得到导函数，确定 ( ) sin 0f x a x x = +  在
π

0,
2

 
 
 

恒成立，构造新函数，求导，根据

π
0,

2
x

 
 
 

时有 tanx x ，得到 ( )g x 单调递增，计算最值得到答案. 
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【小问 1 详解】 

( ) sin cosf x x x x= − ， ( ) cos cos sin sinf x x x x x x x = − + = ， 

当 ( )0, πx 时， 0f x ，函数单调递增； 

当 ( )π,2πx 时， ( ) 0f x  ，函数单调递减； 

故函数存在极大值点 πx = ，无极小值点 

【小问 2 详解】 

( ) ( )sin cosf x x x a x= + − ， ( ) cos cos sin sinf x x a x x x a x x = + − + = + ， 

故 ( ) sin 0f x a x x = +  在
π

0,
2

 
 
 

恒成立， 

设 ( ) sing x a x x= + ，则 ( ) sin cosg x x x x = − ， 

在
π

0,
2

x
 

 
 

时有 tanx x ，即 cos sinx x x ，即 ( ) sin cos 0g x x x x = −  恒成立， 

故 ( )g x 单调递增， ( ) ( )
min

0g x g a = ，故 0a  ，即  )0,a + . 

19. 【答案】（Ⅰ）

18
2 2,0 6

8

11 , 6

x x
y x

x x


+ +  

= −
 − 

；（Ⅱ）确定为 5 千件时，利润最大． 

【分析】 

(I)用销售收入减去生产成本即得利润； 

 (II)分段求出利润函数的最大值可得生产产量． 

【详解】(I)设利润是 y  (万元)，则

18
3 5 (3 ),0 6

8

14 (3 ), 6

x x x
y S C x

x x


+ + − +  

= − = −
 − + 

， 

∴

18
2 2,0 6

8

11 , 6

x x
y x

x x


+ +  

= −
 − 

； 

 (II) 0 6x  时，
18 9

2 2 2[(8 ) ] 18
8 8

y x x
x x

= + + = − − + +
− −

， 

由“对勾函数”知，当
9

8
8

x
x

− =
−

，即 5x = 时， max 6y = ， 

当 6x  时， 11y x= − 是减函数， 6x = 时， max 5y = ， 

∴ 5x = 时， max 6y = ， 

∴生产量为 5 千件时，利润最大． 

【点睛】本题考查分段函数模型的应用，解题关键是列出函数解析式．属于基础题． 

20. 【答案】（1） 0,a = 0b = ；     
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（2） 0a = ；     

（3）一条，详见解析； 

【分析】（1）结合点坐标和导数求解即可； 

（2）求导然后分析函数的单调性，根据最值求解； 

（3）设点求切线方程，然后根据解的个数求解； 

【小问 1 详解】 

( )
ex

x a
f x

+
= ，对函数进行求导， ( )

1

ex

x a
f x

− −
 = ， ( )

1
0 1

1

a
f a

−
 = = −  

由题意知， ( )0 1f  = ，解得： 0,a =  

所以 ( ) ( ), 0 0,
ex

x
f x f= =  

代入直线 y x b= + ，解得： 0,b =  

综上， 0,a = 0b = . 

【小问 2 详解】 

( )
1

ex

a x
f x

− −
 = ， 

当 ( ) ( )
1

,1 , 0,
ex

a x
x a f x

− −
 − − =  函数单调递增， 

当 ( ) ( )
1

1 , , 0,
ex

a x
x a f x

− −
 − + =  函数单调递减， 

所以 ( )f x 的最大值为 ( )1f a− ， 

由题意知 ( )
1

1 ,
e

f a− = 即
1

1 1
,

e ea−
=  

解得： 0a = . 

【小问 3 详解】 

( )
ex

x
f x = , ( )

1

ex

x
f x

−
 = , 

假设存在切线满足条件，设切点 ( ) ( ), , R ,A m n m  

则曲线 ( )
ex

x
f x = 在点 A处的切线方程为 ( )

1

em
m

m
y n x

−
− = −  

又切线过 ( )0,1 , 

所以有 ( )1 0
1

em

m
n m−

−
= −  

再由
em

m
n =  
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代入得 ( )1 0 ,
1

e em m

m m
m

−
− = −  

即 2e 0m m− =  

令函数 ( ) 2=e ,mf m m− ( ) ( )=e 2 , =e 2,m mf m m f m − −  

当 ( ) ( ), ln 2 , 0,m f m −  ( )f m 单调递减， 

( ) ( )ln 2, , 0,m f m +  ( )f m 单调递增， 

故 ( )f m 在 ln 2m = 时取得最小值， ( ) ( )
min

ln 2 2 2ln 2 0,f m f = = −   

所以函数 ( ) 2=emf m m− 是定义域内的增函数， 

又因为 ( ) ( )11 =e 1 0, 0 =1 0,f f−− −    

所以存在唯一 ( )1,0m − 使得 ( ) 2=emf m m− ，有唯一切点和切线与之对应， 

综上，过点 ( )0,1 可向曲线 ( )y f x= 作 1 条切线. 

21. 【答案】（I）不存在，理由见解析；（II）详见解析；（III）33 . 

【分析】（I）根据“伴随数列”的定义判断出正确结论. 

（II）利用差比较法判断出 nb 的单调性，由此证得结论成立. 

（III）利用累加法、放缩法求得关于 ma 的不等式，由此求得m 的最大值. 

【详解】（I）不存在.理由如下：因为
*

4

1 3 5 7 9 7

5 1
b N

+ + + + −
= 

−
，所以数列1,3,5,7,9 不存在“伴随数

列”. 

（II）因为
*1

1 ,1 1,
1

n n
n n

a a
b b n m n N

m

+
+

−
− =   − 

−
， 

又因为 1 2 ma a a   ，所以 1 0n na a +−  ，所以 1
1 0

1

n n
n n

a a
b b

m

+
+

−
− = 

−
，即 1n nb b+  ，所以

1 2 ··· mb b b   成立. 

（III） 1 i j m    ，都有
1

j i

i j

a a
b b

m

−
− =

−
，因为

*

ib N ， 1 2 mb b b   ， 

所以
*

i jb b N−  ，所以
*1

1

2048

1 1

m
m

a a
b b N

m m

−
− = = 

− −
. 

因为
*1

1
1

n n
n n

a a
b b N

m

−
−

−
− = 

−
， 

所以 1 1n na a m−−  − . 

而 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 1 1 1m m m m ma a a a a a a a m m m− − −− = − + − + + −  − + − + + − ( )
2

1m= − ，即

( )
2

2049 1 1m−  − ， 
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所以 ( )
2

1 2048m −  ，故 46m  . 

由于
*2048

1
N

m


−
，经验证可知 33m  .所以m 的最大值为33 . 

【点睛】本小题主要考查新定义数列的理解和运用，考查数列单调性的判断，考查累加法、放缩法，属于

难题. 
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