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2023北京理工大附中高二 10月月考 

数    学 

（时间 90分钟，满分 100分） 

一、选择题（共 10小题，每小题 4分，共 40分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项.） 

1. 若点A 在直线b 上，b 在平面  上，则点A ，直线b ，平面  之间的关系可以记作（    ） 

A. A b    B. A b    C. A b    D. A b    

2. 如图，一个水平放置的平面图形的直观图（斜二测画法）是一个底角为 45 、腰和上底长均为 2 的等腰

梯形，则这个平面图形的面积是 

 

A. 2 2+  B. 1 2+  C. 4 2 2+  D. 8 4 2+  

3. 已知圆锥的底面半径为1，且它的侧面开展图是一个半圆，则这个圆锥的体积为（    ） 

A. 
3

3
π  B. 3π  C. 

5
π

3
 D. 5π  

4. 已知平面 // 平面  ，过平面 内的一条直线 a 的平面 ，与平面  相交，交线为直线 b，则 a、b 的

位置关系是（    ） 

A. 平行 B. 相交 C. 异面 D. 不确定 

5. 已知 P 为 ABC 所在平面外一点，平面 / / 平面 ABC ，且 交线段PA ， PB ， PC 于点 , ,A B C  ，

若 : 2 : 3PA AA  = ，则 :A B C ABCS S   =△ △ （    ） 
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A. 2：3 B. 2：5 C. 4：9 D. 4：25 

6. 在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点 E 为上底面 A1C1的中心，若
1AE AA xAB yAD= + + ，则 x，y 的 

值是 

A. 
1

2
x = ，

1

2
y =  B. 1x = ，

1

2
y =  

C. 
1

2
x = ， 1y =  D. 1x = ， 1y =  

7. 给出下列命题，其中假命题是（    ） 

A. 棱柱的侧棱都相等，侧面都是全等的平行四边形 

B. 若三棱锥的三条侧棱两两垂直，则其三个侧面也两两垂直 

C. 在四棱柱中，若两个过相对侧棱的截面都垂直于底面，则该四棱柱为直四棱柱 

D. 存在每个面都是直角三角形的四面体 

8. 我国南北朝时期的科学家祖暅，提出了计算体积的祖暅原理：“幂势既同，则积不容异.”意思是“如果两

个等高的几何体在等高处的水平截面的面积恒等，那么这两个几何体的体积相等.”利用此原理求以下几何

体的体积，如图，曲线 2 (0 )y x y L=   和直线 y L= 围成的封闭图形绕 y 轴旋转一周得几何体 Z ，将 Z

放在与 y 轴垂直的水平面 上，用平行于平面 ，且与 Z 的顶点O 距离为 l 的平面截几何体 Z ，得截面圆

的面积为 ( )
2

π πl l= .由此构造右边的几何体 1Z （三棱柱 1 1 1ABC A B C ），其中 AC ⊥  ，平面

1 1 //BB C C  ，平面 //EFPQ  ， AC L= ， 1AA a ， 1 πAA = ， 1Z 与 Z 在等高处的截面面积都相等，

图中 EFPQ 和 1 1BB C C 为矩形，且 πPQ = ， FP l= ，则几何体 1Z 的体积为（    ） 

 

A. 2πL  B. 3πL  C. 
21

π
2

L  D. 
31

π
2

L  

9. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点 P 在面对角线 AC 上运动，下列四个命题中错误．．的是（    ） 
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A. 1 //D P 平面 1 1A BC  B. 平面 1PDB 平面 1 1A BC  

C. 三棱锥 1 1A BPC− 的体积不变 D. 1D P BD⊥  

10. 如图所示，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为 1，BD AC O = ，M 是线段 1D O 上的动点，过点

M 作平面 1ACD 的垂线交平面 1111 DCBA 于点 N ，则点 N 到点A 距离的最小值为 

 

A. 2  B. 
6

2
 C. 

2 3

3
 D. 1 

二、填空题（共 5小题，每小题 4分，共 20分.） 

11. 已知两个球的半径之比为 2：3，则它们的表面积之比为_____________，体积之比为_____________. 

12. 如图所示，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，E、F 分别是 AB、AD 的中点，则异面直线 1B C 与 EF 所成

的角的大小为_________. 

 

13. 如图，将一个长方体用过相邻三条棱的中点的平面截出一个棱锥，则该棱锥的体积与原长方体体积的

比为______________. 
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14. 三棱柱 1 1 1ABC A B C 中，M，N 分别是 1A B ， 1 1B C 上的点，且 12BM A M= ， 1 12C N B N= .设 AB a= ，

AC b= ，
1AA c= .用 , ,a b c 表示向量MN 为_____________. 

 

15. 已知长方体 ABCD - A1B1C1D1的底面 ABCD 是边长为 1 的正方形，侧棱 AA1＝ 2 ，过 BD1作平面 α 分

别交棱 AA1，CC1于 E，F，则四边形 BFD1E 面积的最小值为________. 

三、解答题共 4题，共 40分.解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程. 

16. 如图，在空间四边形 ABCD中， E 、 F 分别是 AB 、 AD 的中点，G ， H 分别在 BC ，CD 上，且

: : 1: 2BG GC DH HC= = . 

   

（1）求证： //EF GH ； 

（2）设EG 与 FH 交于点 P ，求证： , ,P A C 三点共线. 

17. 如图，在直三棱柱： 1 1 1ABC A B C 中， 1AC BC= = ， 90ACB  = ，D 是 1 1A B 的中点， F 在 1BB

上，G 为 AB 中点. 
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（1）求证： //CG 平面 1C DF ； 

（2）在下列给出的三个条件中选取哪两个条件可使 1AB ⊥平面 1C DF ？并证明你的结论.① F 为 1BB 的中

点；②
1 3AB = ；③

1 2AA = . 

18. 如图示，正方形 ABCD与正三角形 ADP 所在平面互相垂直，Q 是 AD 的中点. 

 

（1）求证： PQ BQ⊥ ； 

（2）在线段 AB 上是否存在一点 N，使面 PCN ⊥面 PQB ？并证明你的结论. 

19. 如图，四边形 ABCD中， AB AD⊥ ， / /AD BC ， 6AD = ， 2 4BC AB= = ， E ， F 分别在 BC ，

AD 上， //EF AB，现将四边形 ABCD沿 EF 折起，使 BE EC⊥ ． 

 

（1）若 1BE = ，在折叠后的线段 AD 上是否存在一点 P ，使得 / /CP 平面 ABEF ？若存在，求出
AP

PD
的

值；若不存在，说明理由. 

（2）求三棱锥 A CDF− 的体积的最大值，并求出此时点 F 到平面 ACD的距离.  
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参考答案 

一、选择题（共 10小题，每小题 4分，共 40分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项.） 

1. 【答案】B 

【分析】根据空间点线面位置关系的符号语言判断即可. 

【详解】点与直线的位置关于用 ,表示 

直线在平面内或不在平面内用 , 表示 

由题意可知 A b    

故选:B. 

2. 【答案】D 

【详解】如图所示：由已知斜二测直观图根据斜二测化法规则画出原平面图形 

∴这个平面图形的面积：
( )4 2 2 2 2

8 4 2
2

 + +
= +  ， 

故选 D. 

 

 

3. 【答案】A 

【详解】半径为 R 的半径卷成一圆锥， 

则圆锥的母线长为 R ， 

设圆锥的底面半径为 r ， 

则 2π πr R= ，即 1r = ， 

∴圆锥的高 2 2 3h R r= − = ， 

∴圆锥的体积
1 3
π 12 3 π

3 3
V =  = ， 

所以A 的选项是正确的． 
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4. 【答案】A 

【分析】由已知可得出直线 a与直线b 在同一平面内，且无公共点，即可判断出位置关系. 

【详解】因为平面 // 平面  ，所以平面 与平面  无公共点， 

直线a平面 ，直线a平面 ， 

直线b 平面 ，直线b 平面 ， 

所以直线 a与直线b 在同一平面 内，且无公共点，故直线 //a b . 

故选：A. 

       

5. 【答案】D 

【分析】根据面面平行的性质定理可得， / /AB A B ，且
2

5

A B

AB

 
= ， / /BC B C  ，进而根据等角定理可

得， B A C BAC   =  ， ABC A B C  ∽△ △ ，即可得出答案. 

【详解】由已知可得，平面 / / 平面 ABC ，平面 PAB A B =  ，平面 PAB平面 ABC AB= ， 

根据面面平行的性质定理可得， / /AB A B ，且
2

5

A B PA

AB PA

 
= =


. 

同理可得， / /BC B C  ， / /AC AC  . 

根据等角定理可得， B A C BAC   =  ， A B C ABC   =  ， A C B ACB   =  ， 

所以， ABC A B C  ∽△ △ . 

所以， ( ) ( )
2 2

4 : 25:A B C ABCS S A B AB  
 = =: . 

故选：D. 

6. 【答案】A 

【详解】试题分析：根据题意，结合正方体的性质，可知 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2 2
AE AA A E AA A B A D= + = + +
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1

1 1

2 2
AA AB AD= + + ,所以有

1

2
x = ，

1

2
y = ，故选 A． 

考点：空间向量的分解． 

7. 【答案】A 

【分析】根据棱柱的结构特征、概念，即可判断 A、B 项；举例即可说明 C、D 项. 

【详解】对于 A 项，根据棱柱的定义可得，棱柱的侧棱都相等，侧面都是平行四边形，但是不一定全等，

故 A 项错误； 

 

对于 B 项，如图 1，CA CP⊥ ，CA CB⊥ ，CP CB⊥ . 

因为CA CP⊥ ，CA CB⊥ ，CP 平面 PBC ，CB 平面 PBC ， 

所以CA ⊥平面 PBC . 

又CA平面 PAC ，所以平面 PAC ⊥平面 PBC . 

同理可得，平面 ABC ⊥平面 PBC ，平面 PAC ⊥平面 ABC ，故 B 项正确； 
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对于 C 项，如图 2，平面 1 1ACC A ⊥平面 ABCD，平面 1 1BDD B ⊥平面 ABCD， 

平面 1 1ACC A 平面 1 1 1BDD B OO= ， 

所以， 1OO ⊥平面 ABCD . 

又易知 1 1/ /OO AA ，所以 1AA ⊥平面 ABCD，故 C 项正确； 

 

对于 D 项，如图 3，长方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，三棱锥 1C ABC− 的四个面均为直角三角形，故 D 项正

确. 

故选：A. 

8. 【答案】C 

【分析】通过截面面积相等可求得 BC 的长度，再利用三棱柱体积公式即可求解. 

【详解】由题意可知：在高为 L 处，几何体 Z 和 1Z 的截面面积相等，且截面面积为 πL ， 

1 1
πBB C CS L = ， BC L= ， 

1 1 1

21
π π

2
ABC A B C ABCV S L− =  = ， 

故选：C. 

9. 【答案】D 

【分析】证明平面 1 //AD C 平面 1 1A BC 后可判断 A，证明 1DB ⊥平面 1 1A BC 后可判断 B，由 / /AC 平面

1 1A BC 可判断 C，取 P 是 AC 与 BD交点时可判断 D． 

【详解】A．连接 1 1 1 1 1 1, , , ,AD CD A B BC AC ，如图，正方体中由 1AA 与 1CC 平行且相等得平行四边形

1 1ACC A ，所以 1 1/ /AC AC ， 

又 AC 平面 1 1A BC ， 1 1AC 平面 1 1A BC ，所以 / /AC 平面 1 1A BC ，同理 1 / /AD 平面 1 1A BC ， 
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1AC AD A= ， 1,AC AD 平面 1AD C ，所以平面 1 //AD C 平面 1 1A BC ， 

1D P 平面 1AD C ，所以 1 / /D P 平面 1 1A BC ，A 正确； 

 

B．连接 1 1,BD B D ，正方体中 1DD ⊥平面 1111 DCBA ， 1 1AC 平面 1111 DCBA ，所以 1 1 1DD AC⊥ ， 

又正方形 1111 DCBA 中， 1 1 1 1
AC B D⊥ ， 1 1 1 1DD B D D= ， 1 1 1,DD B D 平面 1 1BB D D， 

所以 1 1AC ⊥平面 1 1BB D D，而 1DB 平面 1 1BB D D，所以 1 1AC ⊥ 1DB ，同理 1 1A B DB⊥ ，

1 1 1 1AC A B A= ， 1 1 1,AC A B 平面 1 1A BC ，所以 1DB ⊥平面 1 1A BC ， 

而 1DB 平面 1PDB ，所以平面 1PDB 平面 1 1A BC ，B 正确； 

 

C．由 A 的证明知 / /AC 平面 1 1A BC ， P AC ， P 到平面 1 1A BC 的距离不变，因此三棱锥 1 1P A BC− 体

积不变，即三棱锥 1 1A BPC− 的体积不变，C 正确； 

D．当 P 是 AC 与 BD交点时，矩形 1 1BDD B 中， 1D P 和 BD显然不垂直，D 错． 

故选：D． 

 

10. 【答案】B 
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【分析】由 1B D ⊥面 1ACD 及线面垂直的性质定理确定点 N 的轨迹，由此可求点 N 到点A 距离. 

【详解】由 1 1 1 1ABCD A B C D− 是正方体，得 1B D ⊥面 1ACD  

因为 MN ⊥面 1ACD ，所以 1 / /B D MN （或重合）,所以 1B D 与MN 共面 

因为 1, ,B M D 都在平面 1 1BDD B 内，所以 N 点在线段 1 1B D 上， 

则点 N 到点A 距离的最小值为由A 向 1 1B D 作垂线，即为 1 1AB D 的一条高 

1 1AB D 是以边长为 2 的等边三角形，所以高为
6

2
. 

 

 

故选：B. 

二、填空题（共 5小题，每小题 4分，共 20分.） 

11. 【答案】    ①. 
4

9
    ②. 

8
.

27
 

【分析】根据球的表面积公式以及体积公式即可求解. 

【详解】设两个球的半径为 ,R r ，由题意可得 : 2 : 3R r = ， 

所以表面积之比为

2 2

1

2 2

2

4π 4

4π 9

S R R

S r r
= = = ， 

体积之比为

3
3

1

3
32

4
π

83
4 27
π

3

R
V R

V r
r

= = = , 

故答案为：
4 8

.
9 27
，  

12. 【答案】60 ##
π

3
 

【分析】连接 1 1 1,B D D C ，根据正方体的性质可得： 1 1D B C （或其补角）即为所求，进而求解即可. 

【详解】如图，连接 1 1 1,B D D C ，则 1 1B D EF∥ ， 
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故 1 1D B C （或其补角）即为所求， 

又 1 1 1 1B D D C B C= = ，所以 1 1 60D B C = ， 

故答案为：60 . 

13. 【答案】
1

24
 

【分析】根据体积公式计算求解即可； 

【详解】设长方体的边长为 , ,a b c ， 

1

13 2 2 2 ,
24

a b c

V

V abc

  

= =

 

故答案为：
1

24
. 

14. 【答案】
1 1 1

3 3 3
MN a b c= + +  

【分析】根据空间向量基本定理及向量共线定理将MN 转化为 a ，b ， c 即可； 

【详解】由题意可得 1 1 1 1 1 1 1

1 1

3 3
MN MA A B B N BA AB B C= + + = + + ， 

1 1AC AC= ，
1 1A B AB= ， 


1 1BA AA AB c a= − = − ，

1 1 1 1 1 1B C AC A B b a= − = − ， 


1 1 1 1 1

( ) ( )
3 3 3 3 3

MN c a a b a a b c= − + + − = + + ； 

故答案为：
1 1 1

3 3 3
MN a b c= + +  

15. 【答案】 2  

【分析】法一：过点 F 作 FH⊥BD1交 BD1于 H，设 FH＝h，由
1 1 1

1
2 2 2

2
BFD E BFDS S BD h h= =    = 求

解；法二(射影面积法)：设平面 BFD1E 与底面 ABCD 的交线为 l，过 D1作 D1H⊥l 交 l 于 H.连接 DH，则

∠D1HD 为二面角 D1­l­D 的平面角，设为 θ，由
1 cos

ABCD
BFD E

S
S


= 求解. 

【详解】法一：根据题意作图，如图①所示， 
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过点 F 作 FH⊥BD1交 BD1于 H，设 FH＝h.由题意得 BD1＝2. 

因为长方体对面平行， 

所以截面 BFD1E 为平行四边形，则
1 1 1

1
2 2 2

2
BFD E BFDS S BD h h= =    = ， 

当 h 取最小值时四边形 BFD1E 的面积最小. 

易知 h 的最小值为直线 CC1与直线 BD1间的距离. 

易知当 F 为 CC1的中点时，h 取得最小值，hmin＝
2

2
， ( )

1 min

2
2 2

2
BFD ES =  = . 

故四边形 BFD1E 面积的最小值为 2 . 

法二(射影面积法)：设平面 BFD1E 与底面 ABCD 的交线为 l. 如图②， 

 

过 D1作 D1H⊥l 交 l 于 H.连接 DH，则∠D1HD 为二面角 D1­l­D 的平面角，设为 θ. 

根据射影面积公式
1

cosBFD E ABCDS S = ,得
1 cos

ABCD
BFD E

S
S


= , 

则当 cos θ 最大时，
1BFD ES 最小.当 cos θ 最大时，分析易知 DH 最长.又 DH 最长为 DB＝ 2 ，所以 cos θ 最

大值为
2

2
，因为 1ABCDS = ，所以四边形 BFD1E 面积的最小值为 2 . 

故答案为： 2  

三、解答题共 4题，共 40分.解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程. 

16. 【答案】（1）证明见解析     

（2）证明见解析 
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【分析】（1）由中位线性质和线段成比例即可得证. 

（2）利用两个平面内的公共点在两个平面的交线上，即可得证. 

【小问 1 详解】 

E 、 F 分别是 AB 、 AD 的中点， 

: : 1: 2BG GC DH HC= = ， 

 EF BD∥ ，GH BD∥ ， 

//EF GH . 

【小问 2 详解】 

因为 EG FH P = ， 

P EG ， EG 平面 ABC ， 

所以 P平面 ABC ，同理 P平面 ADC . 

所以 P 是平面 ABC 与平面 ADC 的公共点， 

又平面 ABC 平面 ADC AC= ， 

所以 P AC ，所以 , ,P A C 三点共线 

17. 【答案】（1）证明见解析     

（2）选①③能证明 1AB ⊥平面 1 :C DF 证明见解析 

【分析】（1）根据线线平行即可求解， 

（2）根据线线垂直，结合线面垂直的判断定理即可证明线面垂直. 

【小问 1 详解】 

连接 DG ，由于D 是 1 1A B 的中点，G 为 AB 中点，则 1/ /DG CC 且 1DG CC= ，故四边形 1DGCC 为平行

四边形，所以 1/ /CG DC ， 

又CG 平面 1C DF , 1DC 平面 1C DF ，故 //CG 平面 1C DF ， 

【小问 2 详解】 

若选①②， 

由于
1 3AB = ，则 ( )2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1AA B A A B B A AC B C= − = − + = , 

故四边形 1 1ABB A 为矩形，此时 1AB 与 1BA 不垂直， 
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F 为 1BB 的中点，D 为 1 1A B 的中点，故 1 / /BA DF ，故 1AB 与 DF 不垂直， 

因此不可能得到 1AB ⊥平面 1 :C DF  

若选②③ 

由于 1AC BC= = ， 90ACB  = ，所以 2 2 2AB AC BC= + = , 

由于三棱柱 1 1 1ABC A B C 为直三棱柱，所以 1 1 1A A A B⊥  ,此时不可能满足
1 2AA = ，

1 3AB = ，

2AB = ，故无法得到 1AB ⊥平面 1 :C DF  

选①③能证明 1AB ⊥平面 1 :C DF  

连接 DF ， 1A B ， 1/ /DF A B ， 

在 ABC 中， 1AC BC= = ， 90ACB = ， 

则 2AB = ，又
1 2AA = ，则 1 1A B AB⊥ ， 

又 1 / /BA DF ， 1DF AB ⊥ ， 

由于平面 1 1ABB A ⊥平面 1 1 1B AC ，且两平面的交线为 1 1B A ， 1 1 1 1,B A DC DC⊥ 平面 1 1 1B AC  

所以 1C D ⊥平面 1 1AA B B， 1AB 平面 1 1AA B B， 

1 1C D AB ⊥ ，又 1 1, ,DF C D D DF C D = 平面 1C DF ， 

1AB ⊥平面 1C DF ． 

 

18. 【答案】（1）证明见解析     

（2）存在点 N ，当 N 为 AB 中点时面 PCN ⊥面 PQB ，证明见解析 

【分析】（1）依题意可得 PQ AD⊥ ，由面面垂直的性质得到 PQ ⊥平面 ABCD，从而得证； 

（2）当 N 为 AB 中点时，面 PCN ⊥面 PQB ，首先证明BQ NC⊥ ，由线面垂直的性质得到 PQ NC⊥ ，

从而得到 NC ⊥平面 PQB ，即可得证. 

【小问 1 详解】 

PA PD= ，Q 为 AD 的中点． 

PQ AD ⊥ ， 平面 PAD ⊥平面 ABCD，平面 PAD平面 ABCD AD= ，PQ 平面 PAD ， 

PQ ⊥平面 ABCD， 

BQ 平面 ABCD， 

PQ BQ ⊥ ． 
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【小问 2 详解】 

存在点 N ，当 N 为 AB 中点时，面 PCN ⊥面 PQB ； 

证明如下： 

四边形 ABCD是正方形，Q 为 AD 的中点，则Rt RtCBN BAQ≌ ， 

所以 ABQ BCN = ，又 90ABQ CBQ + = ，所以 90BCN CBQ + =   

BQ NC ⊥ ， 

由（1）知， PQ ⊥平面 ABCD， NC 平面 ABCD， PQ NC ⊥ ， 

又 BQ PQ Q= ， ,BQ PQ 平面 PQB ， NC ⊥平面 PQB ， 

NC 平面 PCN ， 

平面 PCN ⊥平面 PQB ． 

 

19. 【答案】（1）存在，
3

2

AP

PD
     

（2）三棱锥 A­CDF 的体积的最大值为 3，此时点 F 到平面 ACD 的距离为 3  

【分析】(1)在 AD 上取一点 P，使得
3

2

AP

PD
，证明线面平行，则 P 点就是所求的点； 

(2)先设 BE x=  ，运用二次函数即可求出三棱锥 A CDF−  的体积最大值，再运用等体积法求出 F 到平面

ACD 的距离. 

【小问 1 详解】 

 

AD 上存在一点 P，使得 CP / /  平面 ABEF，此时
3

2

AP

PD
， 

理由如下：当
3

2

AP

PD
时，

3

5

AP

AD
， 
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如图，过点 P 作 M / /  FD 交 AF 于点 M，连接 ME，则
3

5

MP AP

FD AD
= = ， 

∵BE＝1，∴FD＝5，∴MP＝3，又 EC＝3，MP / /  FD / /  EC，∴MP / /  EC， 

故四边形 MPCE 为平行四边形，∴CP / /  ME， 

又 CP⊄平面 ABEF，ME⊂平面 ABEF， 

∴CP / /  平面 ABEF； 

【小问 2 详解】 

设 BE＝x，则 AF＝x(0<x≤4)，FD＝6－x， 

故 ( ) ( )
21 1 1

2 6 3 3
3 2 3

A CDFV x x x− =    −  = − − + ， 

∴当 x＝3 时， A CDFV − 有最大值，且最大值为 3， 

此时 EC＝1，AF＝3，FD＝3， 2 2DC = ， 

∴ 2 2 3 2AD AF FD= + = ， 2 2 2 14AC EF EC AF= + + = ， 

在△ACD 中，由余弦定理得
18 8 14 1

cos
22 3 2 2 2

ADC
+ −

 = =
 

，
3

sin
2

ADC = ， 

1
sin 3 3

2
ACDS DC AD ADC=     = ， 

设 F 到平面 ACD的距离为 h， 

A CDF F ACDV V− −= ，
1

3
3

ACDS h  =  ， 3h = . 

综上，存在点 P，使得 CP//平面 ABEF，
3

2

AP

PD
，三棱锥 A CDF−  的最大值为 3，此时点 F 到平面

ACD 的距离为 3  
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