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2023北京八中高二（下）期中 

数    学 

考试时间 120分钟，满分 150分 

一､选择题（共 10小题.每小题 4分.井 40分.在每小题列出的四个选项中.选出符合题目要求的

一项） 

1. 在等差数列
 na

中， 4 5 6 300a a a+ + =
，则 4 6a a+ 的值为（    ） 

A. 50 B. 100 C. 150 D. 200 

2. ( ) ( )*32 11 3 3 3 3 Nnf n n+= + + + + +  可以化简为（    ） 

A. 
3 1

2

n −
 B. 

13 1

2

n+ −
 

C. 

23 1

2

n+ −
 D. 

33 1

2

n+ −
 

3. 已知随机变量 ( )22,X N  ， ( )4 0.8P X  = ，那么 ( )2 4P X  =（    ） 

A. 0.2 B. 0.3 C. 0.4 D. 0.8 

4. 已知
1

0
3

a  ，随机变量 的分布列如下，当 a增大时（ ） 

  1−  0 1 

P  a  
1

3
a−  

2

3
 

 

A. ( )E  增大， ( )D  增大 B. ( )E  减小， ( )D  增大 

C. ( )E  增大， ( )D  减小 D. ( )E  减小， ( )D  减小 

5. 已知某同学在高二期末考试中，A 和 B 两道选择题同时答对的概率为
2

3
，在 A 题答对的情况下，B 题也

答对的概率为
8

9
，则 A 题答对的概率为 

A. 
1

   
4

 B. 
3

   
4

 C. 
1
  
2

 D. 
7

9
 

6. 在用数学归纳法证明 ( )( ) ( ) ( )( )*1 2 2 1 3 5 2 1 Nnn n n n n n+ + + =    −  的过程中，从“ k 到 1k + ”

左边需增乘的代数式为（    ） 

A. 2 2k +  B. ( )( )2 1 2 2k k+ +  
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C. 
2 2

1

k

k

+

+
 D. ( )2 2 1k +  

7. 设函数 ( )f x 在 R 上可导，其导函数为 ( )f x ，已知函数 (1 ) ( )y x f x= − 的图象如图所示，有下列结论： 

 

① ( )f x 有极大值 ( )2f −  

② ( )f x 在区间 ( )1,+ 上是增函数 

③ ( )f x 的减区间是 ( )2,− + ； 

④ ( )f x 有极小值 ( )1f . 

则其中正确结论的个数是（    ） 

A. 0 个 B. 1 个 C. 2 个 D. 3 个 

8. 函数 2( ) e xf x x −=  的单调递增区间是（    ） 

A. ( )2,0−  B. ( ) ( ), 2 , 0,− − +  

C. ( )0, 2  D. ( ) ( ),0 , 2,− +  

9. 已知 na 是等比数列，则“ 1 2 4a a a  ”是“ na 是增数列”的（    ） 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 

C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件 

10. 设函数 ( )f x 定义域为 D，若函数 ( )f x 满足：对任意 c D ，存在 ,a b D ，使得

( ) ( )
( )

f a f b
f c

a b

−
=

−
成立，则称函数 ( )f x 满足性质 .下列函数不满足性质的是（    ） 

A. 
2( )f x x=  B. 

3( )f x x=  C. ( ) xf x e=  D. ( ) lnf x x=  

二､填空题（共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11. 某质检员检验一件产品时，把正品误判为次品的概率是0.1，把次品误判为正品的概率是0.05．如果

一箱产品中含有8 件正品， 2 件次品，现从中任取1件让该质检员检验，那么出现误判的概率为

___________． 

12. 若数列 na 满足 ( )*

11 1, 1 Nn na a a n n+= = + +  ，则通项公式为 na = __________. 

13. 若数列 na 的前 n项和为
2

1
3

n nS a= + ,则 na 的通项公式是 na = _______． 

14. 点 P 在函数 exy = 的图像上，点Q 在函数 lny x= 的图像上，则 PQ 的最小值为__________. 
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15. 设 na 是集合2 2 0t s s t+  ∣ 且 ,s t Z 中所有的从小到大排成的数列，即

1 2 3 4 5 63, 5, 6, 9, 10, 12a a a a a a= = = = = = ，……将数列 na 各项按照上小下大，左小右大的原则写成

如下的三角形数表： 

 

（1）则这个三角形数表的第四行的数分别为__________.； 

（2） 100a = __________. 

三､解答题（共 6小题，共 85分，解答应写出文字说明，演算步㯃或证明过程） 

16. nS 为等差数列 na 的前 n项和，且 1 1a = ，公差不为零，若 1 2 4, , , mS S S S 成等比数列，求： 

（1）数列 na 的通项公式及实数m 的值； 

（2）若数列 nb 满足 ( )*

1 1n n nb a a n+  = N ，求数列 nb 的前n项和 nT ； 

（3）若数列 nc 满足 ( )
2

*

1 2 3
4

n
n

a
c c c c n+ + + + = N ，求 1 3 5 2 1nc c c c −+ + + + 的和. 

17. 某地区教委要对高三期中数学练习进行调研，考查试卷中某道填空题的得分情况.已知该题有两空，第

一空答对得 3 分，答错或不答得 0 分：第二空答对得 2 分，答错或不答得 0 分.第一空答对与否与第二空答

对与否是相互独立的.从所有试卷中随机抽取 1000 份试卷，其中该题的得分组成容量为 1000 的样本，统计

结果如下表： 

第一空得分情况 

得分 0 3 

人数 200 800 

第二空得分情况 

得分 0 2 

人数 700 300 

 

（1）这个地区的一名高三学生因故未参加考试，如果这名学生参加考试，以样本中各种得分情况的频率

作为该同学相应的各种得分情况的概率，试求该同学这道题的得分 X 的分布列与数学期望； 

（2）从该地区高三学生中，随机抽取 2 位同学，以样本中各种得分情况的频率作为概率，求这 2 人中恰好

有一个同学得满分的概率. 

18. 某超市销售5种不同品牌的牙膏，它们的包装规格均相同，销售价格（元/管）和市场份额（指该品牌
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牙膏的销售量在超市同类产品中所占比重）如下： 

牙膏品牌 A  B  C  D  E  

销售价格 15  25  5  20  35  

市场份额 15%  10%  25%  20%  30%  

（1）从这5种不同品牌的牙膏中随机抽取1管，估计其销售价格低于 25 元的概率； 

（2）依市场份额进行分层抽样，随机抽取 20 管牙膏进行质检，其中A 和B 共抽取了n管． 

①求 n的值； 

②从这 n管牙膏中随机抽取3管进行氟含量检测．记 X 为抽到品牌B 的牙膏数量，求 X 的分布列和数学

期望． 

（3）品牌F的牙膏下月进入该超市销售，定价 25 元/管，并占有一定市场份额．原有5个品牌的牙膏销售

价格不变，所占市场份额之比不变．设本月牙膏的平均销售价为每管 1 元，下月牙膏的平均销售价为每管

2 元，比较 1 2,  的大小．（只需写出结论） 

19. 已知函数 ( ) ( )
1

1 lnf x kx k x
x

= − + − . 

（1）当
1

2
k = 时，求函数 ( )f x 的增区间； 

（2）若关于 x的不等式 ( ) 1f x ≤ 在区间 1,e 上恒成立，求实数 k 的取值范围.（其中 e 2.71828= ） 

20. 已知函数
2

1
( ) 2f x x

x
= + ，直线 1l y kx= −： ． 

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的极值；  

（Ⅱ）求证：对于任意 Rk  ，直线 l 都不是曲线 ( )y f x= 的切线； 

（Ⅲ）试确定曲线 ( )y f x= 与直线 l 的交点个数，并说明理由． 

21. 给定项数为 ( )*N , 3m m m  的数列 na ，其中  ( )0,1 1,2, ,ia i m = .若存在一个正整数

( )2 1k k m  − ，若数列 na 中存在连续的 k 项和该数列中另一个连续的 k 项恰好按次序对应相等，则

称数列 na 是“ k 阶可重复数列”，例如数列  : 0,1,1,0,1,1,0na .因为 1 2 3 4, , ,a a a a 与 4 5 6 7, , ,a a a a 按次序对

应相等，所以数列 na 是“4 阶可重复数列”. 

（1）分别判断下列数列 

①  : 0,0,0,1,1,0,0,1,1,0nb . 

②  :1,1,1,1,1,0,1,1,1,1nc . 

是否是“5 阶可重复数列”？如果是，请写出重复的这 5 项； 

（2）若项数为m 的数列 na 一定是“3 阶可重复数列”，则m 的最小值是多少？说明理由； 
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（3）假设数列 na 不是“5 阶可重复数列”，若在其最后一项 ma 后再添加一项 0 或 1，均可使新数列是“5

阶可重复数列”，且 4 1a = ，求数列 na 的最后一项 ma 的值. 
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参考答案 

一､选择题（共 10小题.每小题 4分.井 40分.在每小题列出的四个选项中.选出符合题目要求的

一项） 

1. 【答案】D 

【解析】 

【分析】根据等差数列的性质即可求解. 

【详解】因为数列 na 为等差数列，所以 4 6 52a a a+ = ， 

又因为 4 5 6 300a a a+ + = ，所以 4 6 200a a+ = ， 

故选：D. 

2. 【答案】C 

【解析】 

【分析】根据等比数列求和公式计算可得. 

【详解】 ( )
( )

3

2 2
2 1

1 1 3 3 1
1 3 3 3 3

1 3 2

n n
nf n

+ +
+

 − −
= + + + + + = =

−
. 

故选：C 

3. 【答案】B 

【解析】 

【分析】根据正态分布的性质计算可得. 

【详解】因为 ( )22,X N  ，所以 ( )2 0.5P X  = ，又 ( )4 0.8P X  = ， 

所以 ( ) ( ) ( )2 4 4 2 0.8 0.5 0.3P X P X P X  =  −  = − = . 

故选：B 

4. 【答案】B 

【解析】 

【分析】 

利用数学期望和方差公式得出关于 a的函数，根据函数单调性判断 ( )E  和 ( )D  的变化情况． 

【详解】解：
2

(
3

)E a = − ， 

当 a增大时， ( )E  减小， 

2 2 2 22 1 1 7
( ) ( ) ( ) ( ) (

5 2 2

3 3 3 33 9
)

3
D a a a a a a a = − + + − − + + = − + + ， 

( )D  在
1

(0, )
3

上随 a的增大而增大， 

故选：B． 
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【点睛】熟记期望和方差的公式，并能进行准确的运算，是求解的关键. 

5. 【答案】B 

【解析】 

【分析】根据条件概率公式计算即可. 

【详解】设事件 A：答对 A 题，事件 B：答对 B 题， 

则 ( ) ( ) ( )
2

3
P AB P A P B=  = ， 

( )
( )

( )
8

|
9

P AB
P B A

P A
 = = . 

( )
3

4
P A = . 

故选：B. 

【点睛】本题考查了条件概率的计算，属于基础题. 

6. 【答案】D 

【解析】 

【分析】根据题意，分别得到 n k= 和 1n k= + 时，左边对应的式子，两式作商，即可得出结果. 

【详解】当 n k= 时，左边 ( 1)( 2) ( ) ( 1)( 2) (2 )A k k k k k k k= + + + = + + ， 

当 1n k= + 时，左边 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 3 1 1 2 3 2 2B k k k k k k k= + + + + + = + + + ， 

则
( 2)( 3) (2 )(2 1)(2 2) (2 1)(2 2)

2(2 1)
( 1)( 2) (2 ) 1

B k k k k k k k
k

A k k k k

+ + + + + +
= = = +

+ + +
. 

故选：D. 

7. 【答案】C 

【解析】 

【分析】根据1 x− ， (1 ) ( )y x f x= − 的正负求出 ( )f x 的正负，可得函数的单调性及极值，判断选项. 

【详解】当 < 2x − 时，由 (1 ) ( )y x f x= − 的图象可知 0y  ，所以 ( ) 0f x  ， 

当 2< <1x− 时，由 (1 ) ( )y x f x= − 的图象可知 0y  ，所以 ( ) 0f x  ， 

当 1x  时，由 (1 ) ( )y x f x= − 的图象可知 0y  ，所以 ( ) 0f x  ， 

即函数 ( )f x 在 ( , 2)− − 上递增，在 ( 2, )− + 上单调递减， 

所以 ( )f x 有极大值 ( )2f − . 

故①③正确，②④错误. 

故选：C 

8. 【答案】C 

【解析】 
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【分析】求得函数的导数 ( )
(

e

2)
x

x x
f x

− −
 = ，令 0f x ，即可求解函数的递增区间. 

【详解】由题意，函数 ( )
2

2 e
e

x

x

x
f x x −=  = ，可得 ( )

(

e

2)
x

x x
f x

− −
 = ， 

令 0f x ，即 ( 2) 0x x −  ，解得0 2x  ， 

所以函数 2 e xy x −=  的递增区间是 ( )0, 2 . 

故选：C. 

9. 【答案】B 

【解析】 

【分析】根据递增数列的定义并结合对项取值，可得结果 

【详解】由数列 na 是等比数列，可假设 1 2, 2a q= − = − ， 

则 1 2 3 42, 4, 8, 16a a a a= − = = − = ， 

可知 1 2 4a a a  ，但数列 na 不是递增数列， 

若数列 na 是递增等比数列，由定义可知， 1 2 4a a a  ，故 

“ 1 2 4a a a  ”是“ na 是递增数列”的必要不充分条件 

故选：B 

10. 【答案】B 

【解析】 

【分析】 

构造函数 ( ) ( ) ( )g x f x f c x= − ，可得 ( ) ( )g x f x = ，则 ( )f x 在定义域内正负号不变时满足性质

，若 ( )f x 有唯一变号零点 0x 时不满足性质，则通过计算 ( )f x 即可判断. 

【详解】
( ) ( )

( )
f a f b

f c
a b

−
=

−
可化为 ( ) ( ) ( ) ( )f a f c a f b f c b − = − ， 

令 ( ) ( ) ( )g x f x f c x= − ， 

则 ( ) ( ) ( )g x f x f c  = − ， ( ) ( )g x f x = ， 

若 ( )f x 在定义域内正负号不变，那么 x c= 是 ( )g x 的变号零点，则 ( )g x 在 x c= 的两侧的单调性不

一致，因此满足性质； 

若 ( )f x 有唯一变号零点 0x ，那么取 0c x= ，则 ( )g x 在定义域内的正负号不变，进而函数 ( )g x 在定义

域内单调，因此不满足性质 . 

对于 A， ( ) 2f x x = ，则 ( ) 2 0f x =  ，所以满足性质； 

对于 B， ( ) 23f x x = ，则 ( ) 6f x x = 有唯一变号零点 0，所以不满足性质； 
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对于 C， ( ) xf x e = ，则 ( ) 0xf x e =  ，所以满足性质； 

对于 D， ( )
1

f x
x

 = ，则 ( ) 2

1
0f x

x
 = −  ，所以满足性质 . 

故选：B. 

【点睛】本题考查利用导数解决新定义问题，属于较难题. 

二､填空题（共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11. 【答案】0.09 

【解析】 

【详解】取得正品的概率为
8

0.8
10

= ，则取得正品且误判的概率为0.1 0.8 0.08 = ； 

取得次品的概率为
2

0.2
10

= ，则取得次品且误判的概率为0.05 0.2 0.01 = ， 

故出现误判的概率是0.08 0.01 0.09+ = ． 

12. 【答案】
( 1)

2

n n +
 

【解析】 

【分析】根据题意，利用累加法即可求解. 

【详解】因为 ( )*

1 1 Nn na a n n+ = + +  ， 

所以当 2n  时， 1 1 2 3 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n na a a a a a a a a a− − −= − + − + + − + − +  

( 1) 3 2 1n n= + − + + + +  

( 1)

2

n n+
= ， 

当 1n = 时， 1

1 2
1

2
a


= = ，满足 1 1a = ，所以

( 1)

2
n

n n
a

+
= ， 

故答案为：
( 1)

2

n n +
. 

13. 【答案】 ( )
1

3 2
n−

 −  

【解析】 

【分析】利用 na 与 nS 的关系即得. 

【详解】因为
2

1
3

n nS a= + ， 

所以 1 1 1

2
1

3
a S a= = + ， 1 3a = ， 

当 2n  时， 1 1 1

2 2 2 2
1 ( 1)

3 3 3 3
n n n n n n na S S a a a a− − −= − = + − + = − ， 
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所以 12n na a −= − ， 

∴ na 是以 3 为首项， 2− 为公比的等比数列， 

所以
13 ( 2)n

na −=  − ． 

故答案为：
13 ( 2)n

na −=  − ． 

14. 【答案】 2  

【解析】 

【分析】由解析式可分析两函数互为反函数，则图象关于 y x= 对称，则点 P 到 y x= 的距离的最小值的

二倍即为所求，利用导函数即可求得最值. 

【详解】因为 exy = 与 lny x= 互为反函数，两函数图象关于 y x= 对称， 

设点 P 为 ( ), exx ，则到直线 y x= 的距离为
e

2

x x
d

−
= ， 

设 ( ) exh x x= − ，则 ( ) e 1xh x = − ，令 ( ) 0h x = ，即 0x = ， 

所以当 ( ),0x − 时 ( ) 0h x  ，即 ( )h x 单调递减， 

当 ( )0,x + 时 ( ) 0h x  ，即 ( )h x 单调递增， 

所以 ( ) ( )
min

0 1h x h= = ，则
min

1 2

22
d = = ， 

所以 PQ 的最小值为
min2 2d = . 

故答案为： 2  

15. 【答案】    ①. 17,18,20,24    ②. 16640 

【解析】 

【分析】根据题意找出规律即可求解. 

【详解】根据数列 na 中的项与集合中的元素的关系， 

数列的第一项对应 0, 1s t= = ， 

数列的第二项对应 0, 2s t= = ， 

数列第三项对应 1, 2s t= = ， 

数列第四项对应 0, 3s t= = ， 

数列第五项对应 1, 3s t= = ， 

数列第六项对应 2, 3s t= = ， 

由此可得规律，数表中的第 n行对应 , 0,1, 2,3, , ( 1).t n s n= = −  

用记号 ( , )s t 表示 ,s t 的取值，那么数列 na 中的项对应的 ( , )s t 也构成一个三角表： 
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因此第四行的数是 0 42 2 17+ = ； 1 42 2 18+ = ； 2 42 2 20+ = ； 3 42 2 24+ = ； 

由
13 (13 1)

1 2 3 13 91
2

 +
+ + + + = = ，知 100a 在第十四行中的第 9 个数， 

所以
1

100

8 42 2 16640= + =a ， 

故答案为：17,18,20,24；16640. 

三､解答题（共 6小题，共 85分，解答应写出文字说明，演算步㯃或证明过程） 

16. 【答案】（1） 2 1na n= − ， 8m =      

（2）
2 1

n

n +
     

（3）
2 1

2 2
4

n n− +  

【解析】 

【分析】（1）根据题意，由等比中项的性质即可得到等差数列 na 的公差d ，从而得到其通项公式，再列

出方程即可得到m ； 

（2）根据题意，由裂项相消法即可得到结果； 

（3）根据题意，由数列 nc 与其前 n 项和的关系即可得到其通项公式，然后结合等差数列的前 n 项和公

式即可得到结果. 

【小问 1 详解】 

因为 1 1 1a S= = ， 1 2 4, ,S S S 成等比数列，设等差数列 na 公差为d ， 

则
2

2 1 4S S S=  ，即 ( )
2

1 2 1 1

4 3
4

2
a a a a d

 
+ = + 

 
，化简可得 ( )2 0d d − = ， 

因为 0d  ，即 2d = ，所以 ( )1 1 2 2 1na n n= + −  = − ， 

因为 1 2 4, , , mS S S S 成等比数列，所以 1 2 4mS S S S =  ， 

则
( )

( )1 1 1

1 4 3
2 4

2 2

m m d
ma a d a d

−  
+ = + + 

 
，求得 8m = . 

【小问 2 详解】 

因为 1 1n n nb a a +  = ，所以
( )( )1

1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 1 2 1
n

n n

b
a a n n n n+

 
= = = − 

 − + − + 
， 

所以 1 2 3n nT b b b b= + + + +  
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1 1 1 1 1 1 1 1
1

2 3 3 5 5 7 2 1 2 1n n

        
= − + − + − + + −        − +        

 

1 1
1

2 2 1 2 1

n

n n

 
= − = 

+ + 
 

【小问 3 详解】 

因为
( )

22
2

1 2 3

2 1 1

4 4 4

n
n

na
c c c c n n

−
+ + + + = = = − + ， 

设数列 nc 的前 n项和为 nH ，即
2 1

4
nH n n += − ， 

当 2n  时， ( ) ( )
2

1

1
1 1

4
nH n n− = − − − + ， 

所以 ( ) ( )1

2 21
2 2

1
1 1

44
n n nc nn nH nnH −= − = −

 
− + − = − 

 
− − + ， 

当 1n = 时， 1 1

1

4
c H= = ，不满足上式， 

所以

1
, 1

4

2 2, 2
n

n
c

n n


=

= 
 − 

， 

则 3 5 7 2 1, , , , nc c c c − 是以 4 为首项，以 4 为公差的等差数列， 

所以 1 3 5 2 1nc c c c −+ + + +  

( ) ( ) ( )
1

6 2 10 2 4 4
4

n= + − + − + + −  

( )( ) 2
1 4 4 41 1

2 2
4 2 4

n n
n n

− + −
= + = − +  

17. 【答案】（1）分布列见详解，数学期望为 3；     

（2）0.3648. 

【解析】 

【分析】（1）根据表中得分情况先算出频数估计概率，分析得出该生这道题的得分 X 的取值可以为：

0,2,3,5，分别求出概率列出分布列，求出数学期望即可； 

（2）先找出学生得满分的概率和得不到满分的概率，再求解 2 人中恰好有一个同学得满分的概率. 

【小问 1 详解】 

由表格数据分析知学生得 0 分的频率为0.2 0.7 0.14 = ， 

得 2 分的频率为：0.2 0.3 0.06 = ，得 3 分的频率为：0.8 0.7 0.56 = ， 

得 5 分的频率为：0.8 0.3 0.24 =  

由题意分析得 X 的取值可以为：0,2,3,5， 
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则 ( )0 0.14P X = = ， ( )2 0.06P X = = ， ( )3 0.56P X = = ， ( )5 0.24P X = = . 

故 X 的分布列为： 

X  0 2 3 5 

P  0.14 0.06 0.56 0.24 

所以 X 的数学期望为：0 0.14 2 0.06 3 0.56 5 0.24 3 +  +  +  =  

【小问 2 详解】 

由题意知某位学生要得满分的概率为：0.8 0.3 0.24 = ， 

得不到满分的概率为：1 0.24 0.76− = ， 

所以随机抽取 2 位同学，这 2 人中恰好有一个同学得满分的概率为： 

1

2C 0.24 0.76 0.3648  = . 

18. 【答案】（1）0.6 ；（2）① 5n = ；②分布列见解析；期望为
6

5
；（3） 1 2  ． 

【解析】 

【分析】（1）求出销售价格低于 25 元的频率，用频率来衡量概率； 

（2）①利用分层抽样的定义求解即可，②随机变量 X 的可能取值为0,1, 2 ，然后求出各自对应的概率，

即可列出分布列，求出期望； 

（3）求出平均值比较即可 

【详解】解：（1）记“从该超市销售的牙膏中随机抽取1管，其销售价格低于 25 元”为事件 K ． 

由题设， ( ) 0.15 0.25 0.2 0.6P K = + + = ． 

（2）①由题设，品牌A 的牙膏抽取了 20 15% 3 = 管， 

品牌B 的牙膏抽取了 20 10% 2 = 管， 

所以 3 2 5n = + = ． 

（ⅱ）随机变量 X 的可能取值为0,1, 2． 

3

3

3

5

1
( 0)

10

C
P X

C
= = = ； 

2 1

3 2

3

5

3
( 1)

5

C C
P X

C
= = = ； 

1 2

3 2

3

5

3
( 2)

10

C C
P X

C
= = = ． 

所以 X 的分布列为： 

X  0  1  2  
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P  
1

10
 

3

5
 

3

10
 

X 的数学期望为
1 3 3 6

( ) 0 1 2
10 5 10 5

E X =  +  +  = ． 

（3） 1 2  ． 

（理由： 1 15 15% 25 10% 5 25% 20 20% 35 30% 20.5 =  +  +  +  +  = ，设品牌F的市场占有额为

m ， , , , ,A B C D E 市场占有额分别为3 ,2 ,5 ,4 ,6x x x x x，则

2

15 3 25 2 5 5 20 4 35 6 25

20

x x x x x m

x m


 +  +  +  +  +
=

+
 

1

15 3 25 2 5 5 20 4 35 6
20.5

20

x x x x x

x


 +  +  +  + 
 = = ） 

19. 【答案】（1） ( )0,1 ， ( )2,+      

（2） 1k   

【解析】 

【分析】（1）求出函数的导函数，再解关于导函数的不等式，即可求出函数的单调递增区间； 

（2）依题意可得函数 ( )f x 在区间 1,e 上的最大值小于等于1，求出函数的导函数，分 0k = 、 0k  、

1k = 、 1k  、0 1k  五种情况讨论，分别得到函数的最大值，即可求出参数的取值范围. 

【小问 1 详解】 

因为 ( ) ( )
1

1 lnf x kx k x
x

= − + − ， ( )0,x + ， 

所以 ( )
2

2 2

1 1 ( 1) 1k kx k x
f x k

x x x

+ − + +
 = − + = ， 

当
1

2
k = 时， ( )

2

1
( 2)( 1)

2
x x

f x
x

− −
 =

，令 0f x ，解得0 1x  或 2x  ， 

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为 ( )0,1 ， ( )2,+ ． 

【小问 2 详解】 

不等式 ( ) 1f x ≤ 在区间 1,e 上恒成立， 

即函数 ( )f x 在区间 1,e 上的最大值小于等于1， 

当 0k = 时 ( )
1

lnf x x
x

= − − ，则 ( )
2 2

1 1 1 x
f x

x x x

−
= − + = ，当1 ex  时 ( ) 0f x  ， 

所以 ( )f x 在 1,e 上单调递减，所以 ( ) ( )
max

1 1f x f= = − ，符合题意； 

当 0k  时
( )

( )

2

1
1k x x

k
f x

x

 
− − 

  =
， 
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令 ( ) 0f x = ，得 1

1
x

k
= ， 2 1x = ， 

当 0k  时则当1 ex  时 ( ) 0f x  ， 

所以 ( )f x 在 1,e 上单调递减，所以 ( ) ( )
max

1 1f x f k= = − ，所以
1 1

0

k

k

− 



，解得 0k  ， 

当 1k  时
1

0 1
k

  ，所以当1 ex  时 0f x ， 

所以 ( )f x 在 1,e 上单调递增，所以 ( ) ( )
max

1
e e 1

e
f x f k k= = − − − ， 

所以

1
e 1 1

e

1

k k

k


− − − 


 

，不等式组无解，不符合题意； 

当 1k = 时
1

1
k
= ，所以当1 ex  时 0f x ， 

所以 ( )f x 在 1,e 上单调递增，所以 ( ) ( )
max

1
e e 1 1 1

e
f x f= = − − −  ， 

符合题意， 

当0 1k  时，则
1

1
k
 ， 

当
1

e
k
 时， ( ) 0f x  对  1,ex 成立，函数 ( )f x 在区间 1,e 上单调递减，  

所以函数 ( )f x 在区间 1,e 上的最大值为 ( )1 1 1f k= −  ， 

所以不等式 ( ) 1f x ≤ 在区间 1,e 上恒成立， 

当
1

e
k
 时， ( )f x ， ( )f x 随 x的变化情况如下表： 

x  
1

1,
k

 
 
 

 
1

k
 

1
,e

k

 
 
 

 

( )f x  −  0 +  

( )f x  单调递减 
极小

值 
单调递增 

所以函数 ( )f x 在区间 1,e 上的最大值为 ( )1f 或 ( )ef ， 

此时 ( )1 1 1f k= −  ， ( )
1

e e ( 1)
e

f k k= − + − ， 

所以 ( )
1 1 1 1

e 1 e ( 1) 1 (e 1) 2 (e 1) 2 e 3 0
e e e e

f k k k− = − + − − = − − −  − − − = − −  ． 
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所以当0 1k  时，不等式 ( ) 1f x ≤ 在区间 1,e 上恒成立． 

综上可得 1k  . 

20. 【答案】（Ⅰ）极小值 (1) 3f = ，无极大值；（Ⅱ）见解析；（Ⅲ）当 2k = 时，曲线 ( )y f x= 与直线 l 没

有交点，而当 2k  时，曲线 ( )y f x= 与直线 l 有且仅有一个交点． 

【解析】 

【详解】试题分析：（Ⅰ）先求出函数 ( )f x 定义域再求导，得令 ( ) 0f x = ，解得 x 的值，画出 当 x变化时，

( ) 0f x = 与 ( )f x 的变化情况表所示，可得函数 ( )y f x= 的单调区间，从而得到函数 ( )y f x= 有极小值

(1) 3f = ，无极大值 

（Ⅱ）对于是否存在问题，先假设存在某个 Rk  ，使得直线 l 与曲线 ( )y f x= 相切，先设出切点，再求

( )f x ， 

求得切线满足斜率，又由于过点A ，可得方程显然无解，所以假设不成立． 所以对于任意 Rk  ，直线 l

都不是曲线 ( )y f x= 的切线.  

（Ⅲ）写出“曲线 ( )y f x= 与直线 l 的交点个数”等价于“方程 的根的个数”. 

由分离系数法得
3

1 1
2k

x x
= + + ，令

1
t

x
= ，得 3 2k t t= + + ，其中 t R ，且 0t  .考察函数

3( ) 2h t t t= + + ，其中 t R ，求导得到函数的单调性，从而得到方程根的情况，命题得证 

试题解析：函数 ( )f x 定义域为{ | 0}x x  ，  

求导，得
3

2
( ) 2f x

x
= − ，  

令 ( ) 0f x = ，解得 1x = ． 

当 x变化时， ( )f x 与 ( )f x 的变化情况如下表所示： 

 

所以函数 ( )y f x= 的单调增区间为 ( ,0)− ， (1, )+ ，单调减区间为(0,1)，  

所以函数 ( )y f x= 有极小值 (1) 3f = ，无极大值．  

（Ⅱ）证明：假设存在某个 Rk  ，使得直线 l 与曲线 ( )y f x= 相切，  

设切点为 0 0 2

0

1
( ,2 )A x x

x
+ ，又因为

3

2
( ) 2f x

x
= − ， 

所以切线满足斜率 3

0

2
2k

x
= − ，且过点A ，所以 0 02 3

0 0

1 2
2 (2 ) 1x x

x x
+ = − − ，  
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即 2

0

3
1

x
= − ，此方程显然无解，所以假设不成立． 

所以对于任意 Rk  ，直线 l 都不是曲线 ( )y f x= 的切线.  

（Ⅲ）解：“曲线 ( )y f x= 与直线 l 的交点个数”等价于“方程 的根的个数”. 

由方程
2

1
2 1x kx

x
+ = − ，得

3

1 1
2k

x x
= + + .  

令
1

t
x

= ，则 3 2k t t= + + ，其中 t R ，且 0t  .考察函数 3( ) 2h t t t= + + ，其中 t R ，  

因为 2( ) 3 1 0h t t + =  时，所以函数 ( )h t 在 R 单调递增，且 ( )h t R .  

而方程 3 2k t t= + + 中， t R ，且 0t  . 

所以当 (0) 2k h= = 时，方程 3 2k t t= + + 无根；当 2k  时，方程 3 2k t t= + + 有且仅有一根， 

故当 2k = 时，曲线 ( )y f x= 与直线 l 没有交点，而当 2k  时，曲线 ( )y f x= 与直线 l 有且仅有一个交

点.  

考点：导数的单调性与导数及导数的几何意义. 

21. 【答案】（1）①是，重复五项为 0，0，1，1，0；②不是     

（2）11，理由见解析     

（3）1 

【解析】 

【分析】（1）观察数列特点看元素是否按次序对应相等即可判断数列是否为 5 阶可重复数列； 

（2）项数为m 的数列 na 一定是 3 阶可重复数列，数列的每一项只可以是 0 或 1，则连续 3 项共有 8 种不

同的情况，分别讨论 11m = ， 10m = ，3 10m  时情况可得结论； 

（3）由于数列 na 在其最后一项 ma 后再添加一项 0 或 1，均可使新数列是：“5 阶可重复数列”，则存

在 i j ，使得 1 2 3 4, , , ,i i i i ia a a a a+ + + + 与 3 2 1, , , ,0m m m ma a a a− − − 按次序对应相等，或 1 2 3 4, , , ,j j j j ja a a a a+ + + + 与

3 2 1, , , ,1m m m ma a a a− − − 按次序对应相等，经分析可得 4ma a= . 

【小问 1 详解】 

记数列①为{ }nb ，因为 2 3 4 5 6, ,, ,b b b b b 与 6 7 8 9 10, , , ,b b b b b 按次序对应相等， 

所以数列①是“5 阶可重复数列”，重复的这五项为 0，0，1，1，0; 

记数列②为{ }nc ，因为 1 2 3 4 5, , , ,c c c c c 、 2 3 4 5 6, , , ,c c c c c 、 3 4 5 6 7, , , ,c c c c c 、 4 5 6 7 8, , , ,c c c c c 、 5 6 7 8 9, , , ,c c c c c 、

6 7 8 9 10, , , ,c c c c c 没有完全相同的， 

所以{ }nc 不是“5 阶可重复数列”. 

【小问 2 详解】 

因为数列 na 的每一项只可以是 0 或 1，所以连续 3 项共有 32 8= 种不同的情形. 
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若 11m = ，则数列 na 中有 9 组连续 3 项，则这其中至少有两组按次序对应相等，即项数为 11 的数列

 na 一定是“3 阶可重复数列”；若 10m = ，数列 0，0，1，0，1，1，1，0，0，0 不是“3 阶可重复数

列”；则 3≤m< 10 时，均存在不是“3 阶可重复数列”的数列 na . 所以，要使数列 na 一定是“3 阶可

重复数列”，则m 的最小值是 11. 

【小问 3 详解】 

由于数列 na 在其最后一项 ma 后再添加一项 0 或 1，均可使新数列是：“5 阶可重复列”，即在数列

 na 的末项 ma 后再添加一项 0 或 1，则存在 i j ，使得 1 2 3 4, , , ,i i i i ia a a a a+ + + + 与 3 2 1, , , ,0m m m ma a a a− − − 按次序

对应相等， 

或 1 2 3 4, , , ,j j j j ja a a a a+ + + + 与 3 2 1, , , ,1m m m ma a a a− − − 按次序对应相等， 

如果 1 2 3 4, , ,a a a a 与 3 2 1, , ,m m m ma a a a− − − 不能按次序对应相等， 

那么必有 2 4,,i j m i j−   ，使得 1 2 3, ,,i i i ia a a a+ + + 、 1 2 3, , ,j j j ja a a a+ + + 与 3 2 1, , ,m m m ma a a a− − − 按次序对应相

等. 

此时考虑 1 1,i ja a− − 和 4ma − ，其中必有两个相同，这就导致数列 na 中有两个连续的五项恰按次序对应相

等，从而数列 na 是“5 阶可重复数列”，这和题设中数列 na 不是“5 阶可重复数列”矛盾； 

所以 1 2 3 4, , ,a a a a 与 3 2 1, , ,m m m ma a a a− − − 按次序对应相等，从而 4 1ma a= = . 

【点睛】关键点点睛：本题考查数列的新定义，因此理解新定义是解题的关键之一，同时需要使用分类讨

论的思想与方法是关键点之二，其三本题推理过程中反证法思想的应用也是解题的关键. 
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