
 1 / 11 

2019 北京昌平区高三（上）期末 

                     数    学（理）                  2019.1 

本试卷共 6页，150分。考试时长 120分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效。考试结束

后，将答题卡收回。 

第一部分（选择题  共 40分） 

一、选择题(本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项) 

（1）若集合  2| 2 0A x x x   ，  | | | 1B x x  ，则 A B   

A． | 2 1x x               B． | 1 0x x         

C． |0 1x x                 D． | 1 2x x   

（2）设 ,x y 满足

1 0,

1 0,

1 0,

x y

x y

y

  


  
  

 那么 2x y 的最大值为 

    A． 3        B． 2       C． 1        D．1 

（3）右图是一个算法流程图，则输出的 k 的值为 

A． 2               

B．3            

C． 4       

D．5  

（4）设 a是单位向量， b 是非零向量，则“ a b”是“ ( ) =1 a a b ”的 

A．充分而不必要条件     B．必要而不充分条件  

C．充分必要条件      D．既不充分也不必要条件 

（5）设 ,P Q 分别为直线
,

15 2

x t

y t




 
（ 为参数）和曲线 ：

1 5cos ,

2 5sin

x

y





  


  

（ 为参数）上的点，则 | |PQ 的

最小值为 

A． 5   B．2 5  C．3 5  D．4 5   

t C 

 

是 

否 

结

束 

开

始 
1S  ， 1k   

2S S k    

10S   

输出 k  

1k k   
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（6）数列{ }na 是等差数列 ，{ }nb 是各项均为正数的等比数列，公比 1q  ，且
5 5a b ，则 

A． 3 7 4 6a a b b             B． 3 7 4 6a a b b     

C． 3 7 4 6a a b b         D． 3 7 4 6a a b b    

（7）《九章算术》是我国古代数学著作，书中有如下问题：“今有委米依垣内角，下周

八尺，高五尺，问：积及米几何？”其意思为：在屋内墙角处堆放米，米堆底部的弧长

为8 尺，米堆的高为5 尺，问米堆的体积及堆放的米各为多少？ 

已知米堆所形成的几何体的三视图如图所示,一斛米的体积约为1.62立方尺，由此估

算出堆放的米约有 

A． 21斛                B．34斛  

C．55斛                D． 63斛 

（8）设点 1 2,F F 分别为椭圆
2 2

: 1
9 5

x y
C   的左、右焦点，点 P 是椭圆 上任意一点，若使得

1 2PF PF m  成立的

点恰好是 4个，则实数m的值可以是 

A．               B．               C．5               D．8  

第二部分（非选择题  共 110分） 

二、填空题（本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分） 

（9）已知复数 满足 (1 i) 2iz  （ 是虚数单位），则复数 的共轭复数 z   _____. 

（10）已知点 F 为抛物线 2 8y x 的焦点，则点 F 坐标为_________；若双曲线
22

2
1

2

yx

a
  （ 0a  ）的一个焦点与

点 F 重合，则该双曲线的渐近线方程是    ．  

（11）已知 7( )
a

x
x

 展开式中 5x 的系数为 21，则实数 的值为        .  

（12）能说明“若点 ( , )M a b 与点 (3, 1)N  在直线 1 0x y   的同侧，则 2 2 2a b  ”是假命题的一个点M 的坐

标为_____________.
 

（13）已知函数 ( ) sinf x x ，若对任意的实数 ( , )
4 6

     ，都存在唯一的实数 (0, )m  ，使 ( ) ( ) 0f f   ，

则实数 的最大值是_____________．  

（14）已知函数

, 1,

( )
, 1,

2

xa x

f x a
x x

 


 
 



其中 0,a  且 1.a   

   （i）当 2a  时，若 ( ) (2)f x f ，则实数 x 的取值范围是___________; 

C

1

2
3

z i z

a

m
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E F

D C

BA

    (ii) 若存在实数m 使得方程 ( ) 0f x m  有两个实根，则实数a 的取值范围是___. 

三、解答题(本大题共 6小题，共 80分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤) 

（15）（本小题满分 13分） 

若 ABC△ 的面积为
2

2
, 1, 6b c  ，且 A 为锐角. 

(Ⅰ) 求 cos A的值； 

(Ⅱ) 求 sin 2

sin

A

C
的值. 

（16）（本小题满分 14分） 

如图，在五面体 ABCDEF 中，四边形 ABCD 是矩形，平面 ADE ⊥平面 ABCD ， 

2 2 4, 2AB AD EF AE DE     . 

 (Ⅰ) 求证： AB EF∥ ; 

(Ⅱ) 求直线BF 与平面 ADE 所成角的正弦值; 

(Ⅲ) 求平面BCF 与平面 ADE 所成锐二面角的余弦值. 

（17）（本小题满分 13分） 

   某汽车品牌为了了解客户对于其旗下的五种型号汽车的满意情况，随机抽取了一些客户进行回访，调查结果如

下表： 

汽车型号    I    II    III    IV     V 

回访客户（人数）   250   100    200    700     350 

满意率   0.5    0.3    0.6    0.3     0.2 

满意率是指：某种型号汽车的回访客户中，满意人数与总人数的比值. 

假设客户是否满意互相独立，且每种型号汽车客户对于此型号汽车满意的概率与表格中该型号汽车的满意率相等. 

(Ⅰ)从所有的回访客户中随机抽取 1人，求这个客户满意的概率； 

(Ⅱ)从 I型号和 V型号汽车的所有客户中各随机抽取 1人，设其中满意的人数为 ，求 的分布列和期望； 
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(Ⅲ)用 “
1 1  ”, “

2 1  ”, “
3 1  ”, “

4 1  ”, “
5 1  ”分别表示 I, II, III, IV, V 型号汽车让客

户满意， “
1 0  ”, “

2 0  ”, “
3 0  ”, “

4 0  ”, “
5 0  ” 分别表示 I, II, III, IV, V 型号汽

车让客户不满意.写出方差 1 2 3 4 5, , , ,D D D D D     的大小关系. 

（18）（本小题满分 13分） 

已知椭圆  
2 2

2 2
: 1 0
x y

C a b
a b

    过点 (0, 2)，离心率为
6

=
3

e .记椭圆C 的右焦点为 F ，过点F 且斜率

为 k 的直线交椭圆于 P,Q 两点. 

（Ⅰ）求椭圆C 的标准方程； 

（Ⅱ）若线段 PQ的垂直平分线与 x轴交于点 0( ,0)M x ，求 0x 的取值范围. 

（19）（本小题满分 13分） 

已知函数 ． 

(Ⅰ)若 ，求曲线 ( )y f x 在点 处的切线方程； 

(Ⅱ)若 恒成立，求实数 的取值范围． 

(20) （本小题满分 14分） 

已知集合 ， , ．对于数列 ， ，且对于任

意 ， ，有 ．记 为数列 的前 项和. 

(Ⅰ)写出 ， 的值； 

(Ⅱ)数列 中，对于任意 ，存在 ，使 ，求数列 的通项公式； 

(Ⅲ)数列 中，对于任意 ，存在 *
Nk ，有 .求使得 成立的 的最小值． 

axaxxxf 2ln)( 2 

1a ))1(,1( f

xxf )( a

*{ | 2 1, }A x x n n   N
1 *{ | 2 , }nB x x n  N C A B { }na 1 1a 

2≥n
*

Nn 1min{ | }n na x C x a    nS { }na n

7a 8a

{ }na *
Nn *

Nnk 12 
n

n

ka { }nk

{ }na *
Nn 1 2 1  ka n 1 127 k kS a k
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数学试题答案 

一、选择题(本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项．) 

题号   1    2  3   4   5   6  7 8 

答案 A D B C  B C A B 

二、填空题（本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分） 

  9.  1 i           10. (2,0)； y x                    11.  3   

 12. 2 2(1,1)[ ( 2,0),(0, 2),( , )]
2 2

或    （答案不唯一）  

 13. 
4
      14. ( ,2) ； (0,1) (1,2)U  

三、解答题(本大题共 6小题，共 80分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤．) 

（15）（本小题满分 13分） 

解:  因为 ABC△ 的面积为
2

2
, 

所以 
1 1 2

sin 1 6 sin
2 2 2

ABCS bc A A     V ，所以
3

sin
3

A   ．  

因为 ABC△ 中， A 为锐角， 

所以
2 6

cos 1 sin
3

A A   .  …………6分 

（II）在 ABC△ 中，由余弦定理， 

2 2 2 2 2 6
2 cos 1 ( 6) 2 1 6 3

3
a b c bc A          ，所以 3a  ．                                            

由正弦定理 =
sin sin

a c

A C
, 所以

sin
=

sin

A a

C c
 . 

所以
sin2 2sin cos 2 2 3 6 2 3

cos
sin sin 3 36

A A A a
A

C C c

 
      .      ……13分 

（16）（本小题满分 14分） 

证明：(Ⅰ) 在五面体 ABCDEF 中，因为四边形 ABCD 是矩形， 

 所以 AB CD∥ . 
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z

y

x

O M

A B

CD

FE

因为 AB CDEF平面 ,CD CDEF平面 , 

所以 AB CDEF平面∥ . 

因为 , ,AB ABFE ABFE CDEF EF 平面 平面 平面             

所以 AB EF∥ . ………4分 

(Ⅱ) 取 AD 的中点O ，BC 的中点M ,连接 , .OE OM  

因为四边形 ABCD 是矩形,所以OM AD . 

因为 2AE DE  ,O 是 AD 的中点，所以OE AD ,且 1OE  . 

因为平面 ADE ⊥平面 ABCD ，平面 ADE 平面 ABCD AD ， ,OE ADE平面  

所以OE 平面 ABCD . 

如图，建立空间直角坐标系O xyz ,依题意得 (0,0,0), (1,4,0), (0,2,1)O B F . 

所以 ( 1, 2,1)BF    ，平面 ADE 的法向量为 (0,1,0)m . 

设直线BF 与平面 ADE 所成角为 ，则 

| | | 2 | 6
sin | cos , |

3| || | 6

BF
BF

BF


 
    

m
m

m
, 

所以直线BF 与平面 ADE 所成角的正弦值为
6

3
.                 ………9分 

(Ⅲ) 由 ( 1,4,0),C  得 ( 2,0,0)BC   . 

设平面BCF 的法向量为 ( , , )x y zn ，则有 

0,

0,

BC

BF

  


 

n

n
即

2 0,

2 0.

x

x y z

 

   

  

令 1,y  则 (0,1,2)n . 

因为平面 ADE 的法向量为 (0,1,0)m , 

所以
1 5

cos ,
| || | 55


    

n m
n m

n m
. 
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所以平面BCF 与平面 ADE 所成锐二面角的余弦值为
5

5
.  ……14分 

（17）（本小题满分 13分） 

解：（Ⅰ）由题意知，样本中的回访客户的总数是250 100 200 700 350 1600     ， 

满意的客户人数250 0.5 100 0.3 200 0.6 700 0.3 350 0.2 555          ， 

故所求概率为
555 111

1600 320
 ．                              …… 4分 

（Ⅱ） 0,1,2  . 

设事件 A为“从 I型号汽车所有客户中随机抽取的人满意”， 

事件 B 为“从 V型号汽车所有客户中随机抽取的人满意”，且 A、 B 为独立事件. 

根据题意， ( )P A 估计为 0.5， ( )P B 估计为 0.2 . 

则 ( 0) ( ) (1 ( ))(1 ( )) 0.5 0.8 0.4P P AB P A P B         ; 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )(1 ( )) (1 ( )) ( )P P AB AB P AB P AB P A P B P A P B           

          0.5 0.8 0.5 0.2 0.5     ; 

( 2) ( ) ( ) ( ) 0.5 0.2 0.1P P AB P A P B        . 

 的分布列为 

  0  1 2  

P  0.4 0.5 0.1 

 的期望 ( ) 0 0.4 1 0.5 2 0.1 0.7E          .               …… 11分 

（Ⅲ） 1 3 2 4 5D D D D D        ．                       …… 13分 

（18）（本小题满分 13分） 

解：（Ⅰ）由题意可知

2 2 2

2,

6
,

3

,

b

c
e

a

a b c

 



 

  


 解得

2

2

2

6,

2,

4.

a

b

c
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故椭圆C 的标准方程为  .                      …… 5分 

（Ⅱ）依题意， (2,0),F 直线 PQ的方程为 . 

联立方程组

 

2 2

1,
6 2

2 .

x y

y k x


 


  

消去 并整理得 . 

, 

设 、 ，故 ，
1 2 1 2 2

4
( ) 4

3 1

k
y y k x x k

k


    


, 

设 的中点为 N ，则
2

2 2

6 2
( , )
3 1 3 1

k k
N

k k



 
. 

因为线段 PQ的垂直平分线与 x轴交于点 0( ,0)M x ， 

① 当 0k  时，那么 0 0x  ； 

② 当 0k  时， 1MNk k   ，即
2

2

02

2

3 1 1
6

3 1

k

k k
k

x
k



   




 . 

解得
2

0 2

2

4 4
.

13 1
3

k
x

k

k

 




 

因为
2 0,k  所以

2

1
3 3

k
  ，

2

4 4
0

1 3
3

k

 



，即 0

4
(0, )

3
x  . 

综上， 0x 的取值范围为
4

[0, )
3

.                            …… 13分 

（19）（本小题满分 13分） 

解：函数 的定义域为 . 

（I） 时， ,
1

( ) 2 2f x x
x

    , 

，且 . 

2 2

1
6 2

x y
 

 2y k x 

y  2 2 2 23 1 12 12 6 0k x k x k    

      
2

2 2 2 212 4 12 6 3 1 24 1 0k k k k        

 1 1,P x y  2 2,Q x y
2

1 2 2

12

3 1

k
x x

k
 



PQ

)(xf ),0( 

1a xxxxf 2ln)( 2 

1)1( f 1)1( f
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所以曲线 ( )y f x 在点 处的切线方程为 ，即 .…… 5分 

（II）若 恒成立，即 恒成立． 

设 ，只要 即可； 

． 

①当 时，令 ，得 . 

变化情况如下表： 

    

    

 ↗ 极大值 ↘ 

所以 ，故满足题意. 

②当 时，令 ，得 （舍）或 ； 

变化情况如下表： 

    

    

 ↗ 极大值 ↘ 

所以 ，令 ，得 . 

③当 时，存在
1

2 1,x
a

   满足 ，所以 不能恒成立，所以 不满足

题意. 

综上，实数 的取值范围为[0,1] .                               …… 13分 

（20）（本小题满分 14分） 

解：（I）  

))1(,1( f 1)1(  xy 02  yx

xxf )( 0)(  xxf

xaaxxxxfxg )12(ln)()( 2  0)( max xg

x

xaax
xg

1)12(2
)(

2 


0a 0)(  xg 1x

)(),(, xgxgx 

x )1,0( 1 ),1( 

)(xg  0 

)(xg

01)1()( max  gxg

0a 0)(  xg
a

x
2

1
 1x

)(),(, xgxgx 

x )1,0( 1 ),1( 

)(xg  0 

)(xg

1)1()( max  agxg 01a 10  a

0a 0)
1

2ln()
1

2( 
aa

g 0)( xf 0a

a

*{ | 2 1, } {3,5,7,9,11,13, ,2 1, },A x x n n n       N



 10 / 11 

， 

. 

因为 ，且对于任意 ， ， 

所以 .    …… 4分 

（II）对于任意 ， ，有 ， 

所以对于任意 ， ，有 ，即数列 为单调递增数列. 

因为对于任意 ，存在 ，使 ， 

所以 ┅ ┅． 

因为 ， ，所以对于任意 ，有 ， ， ，所以，当 时，有

， 

即 ， 

， 

， 

………… 

， 

所以当 时， 

有 ， 

所以 . 

又 ， ， 

数列 的通项公式为： .                 …… 10分 

（III）若 ， ，有 ， 

1 * 1{ | 2 , } {1,2,4,8,16,32, ,2 , }n nB x x n       N

{1,2,3,4,5,7,8,9,11,13,15,16, }C A B  

1 1a *, N≥2n n 1min{ | }  n na x C x a

1 2 3 4 5 6 7 81, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9a a a a a a a a       

2≥n
*

Nn 1min{ | }n na x C x a   

2≥n
*

Nn 1n na a { }na

*
Nn *

Nnk 12 
n

n

ka

1 2 3  k k k  nk

12 
n

n

ka
1

2



n

n

ka
*nN 1 1k 2 2k 3 4k 2≥n

1
2

1

2 2
1 2 1

2







    

n n
n

n nk k

0

3 2 2 1  k k

1

4 3 2 1  k k

2

5 4 2 1  k k

3

1 2 1

  n

n nk k

3≥n

2
0 1 2 3 2

2

1 2
2 2 2 2 ( 2) ( 2) 2 3( 3)

1 2


 

               


n
n n

nk k n n n n

22 1( 3)   n

nk n n

1 1k 2 2k

{ }nk
2

1, 1,

2 1, 2


 

  
n n

n
k

n n

*
N n *

N k 1 2 1  ka n
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令 ， *mN ，解得 ，即 ， 

得 ，其中 表示不超过 的最大整数， 

所以 max 2 21 ([log ] 2), ([log ] 1)k n m n n k n n         . 

= ， 

依题意 ， 

， 

即 ， 

. 

当 时，即 时， ，不合题意； 

当 时，即 时， 2[log ]2 2( 26) 4 2 24 8 704
nn       ，不合题意； 

当 时，即 时， 2[log ]2 2( 26) 4 2 22 16 704
nn       ，不合题意； 

当 时，即 时， 2[log ]2 2( 26) 4 2 18 4 8 704
nn        ，不合题意； 

当 时，即 时， 2[log ]2 2( 26) 4 2 10 4 16 704
nn        ，不合题意； 

当 时，即 时， 

由 2[log ]2 2( 26) 4 2 37 4 32 1497,1497 704,
nn          

此时，
2( 26) 576n  . 

而 50n  时，
2( 26) 576n  .所以 50n  . 

又当 时， ； 

所以 2 2[log ] 1 51 [log 51] 1 51 5 1 57k n n          . 

综上所述，符合题意的 的最小值为                  …… 14分 

 

 

12 2 ≤m n 21 log (2 ) ≤m n 2log 2≤m n

max 2 2[log 2] [log ] 2 = =m n n 2[log 2]n 2log 2n

2[log ] 1

1 [3 5 7 (2 1)] [1 2 2 ]
n

kS n


          … … 2[log ] 2
( 2) (2 1)

n
n n


  

1 127 k kS a

2[log ] 2
( 2) 2 1 27(2 1)

n
n n n


    

2[log ] 22 52 28 2 0
n

n n


   

2[log ]2( 26) 4 2 704
n

n   

2[log ] 0n 1n 2[log ]2( 26) 4 2 629 704
n

n    

2[log ] 1n 2,3n

2[log ] 2n 4 7≤ ≤n

2[log ] 3n 8 15≤ ≤n

2[log ] 4n 16 31≤ ≤n

2[log ] 5n 32 63≤ ≤n

51n = 2[log 51]2(51 26) 4 2 753 704    

k 57.k 




