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2024 年度高三寒假新结构适应性测试模拟试卷（二）

数学试卷

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选

项中，只有一项符合题目要求．

1．(2023·江苏扬州中学适应性考试)已知 z－2 z－＝1＋6i，则 z 的虚部为( )

A．－6 B．－6i

C．2 D．2i

答案 C

解析 设 z＝a＋bi(a，b∈R)，则 z－＝a－bi，因为 z－2 z－＝1＋6i，即有(a＋

bi)－2(a－bi)＝1＋6i，整理得－a＋3bi＝1＋6i，解得 a＝－1，b＝2，所以 z 的虚

部为 2.故选 C.

2．(2023·福建福州一中适应性考试二)已知集合 S，T 满足 S∪(∁RT)＝R，S＝

{0，1，2，4}，则 T 可能是( )

A．{0，1，2，4} B．{0，1，2，3}

C．{1，2，3，4} D．{0，1，2，4，5}

答案 A

解析 由 S∪(∁RT)＝R，得∁RS⊆∁RT，进而 T⊆S，因为 S＝{0，1，2，4}，

所以 T 可能是{0，1，2，4}．故选 A．

3．(2023·重庆三模)从小到大排列的数据 1，2，3，x，4，5，6，7，8，y，9，

10 的第三四分位数为( )
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A．3 B．
3＋x
2

C．8 D．
8＋y
2

答案 D

解析 ∵12×75%＝9，∴该组数据的第三四分位数为
8＋y
2

.故选 D.

4．(2023·湖南郴州三模)已知函数 f(x)＝nx＋ln x(n∈N*)的图象在点
1
n

，f
1
n 处

的切线的斜率为 an，则数列

1
anan＋1 的前 n 项和 Sn为( )

A．
n

4（n＋1）
B．

1
n＋1

C．
3n2＋5n

2（n＋1）（n＋2）
D．

3n2＋5n

8（n＋1）（n＋2）

答案 A

解析 由题意得 f′(x)＝n＋1
x
，则 an＝f′

1
n ＝2n，所以

1
anan＋1

＝
1

2n（2n＋2）
＝

1
4

1
n

－
1

n＋1 ，所以 Sn＝1
4

1－1
2

＋1
2

－1
3

＋…＋1
n

－
1

n＋1 ＝1
4

1－
1

n＋1 ＝
n

4（n＋1）
.故

选 A.

5．(2023·河南豫南名校三模)已知直线 l：4x－2y－7＝0 与双曲线 C：x
2

a2
－y2
b2

＝

1(a＞0，b＞0)的两条渐近线分别交于点 A，B(不重合)，AB 的垂直平分线过点(3，

0)，则双曲线 C 的离心率为( )

A．2 3
3

B．
5－1
2
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C． 3 D． 6
2

答案 D

解析 因为直线 l：4x－2y－7＝0，所以 kl＝2，由题意可知 AB 的垂直平分

线的方程为 y＝－1
2
(x－3)，将 y＝－1

2
(x－3)与 4x－2y－7＝0 联立，可得

x＝2，

y＝1
2

，即

AB 的中点坐标为
2，1

2 .设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则

x21
a2

－y21
b2

＝0，

x22
a2

－y22
b2

＝0，

且 x1 ＋ x2 ＝ 4 ， y1 ＋ y2 ＝ 1 ， 两 式 作 差 可 得
（x1＋x2）（x1－x2）

a2
－

（y1＋y2）（y1－y2）
b2

＝0，即
y1＋y2

x1＋x2
·
y1－y2

x1－x2
＝b2
a2

，所以b2
a2

＝1
4
×2＝1

2
，所以双曲线 C 的

离心率为 1＋b2
a2

＝ 6
2
.故选 D.

6．(2023·浙江 9＋1 联盟期中)在平行六面体 ABCD－A1B1C1D1 中，所有棱长

为 4，∠DAB＝π
3

，∠BAA1＝2π
3

，以 A 为圆心，2 为半径分别在平面 ABCD 和平面

ABB1A1 内作弧MN
︵

，NE
︵

，点 M，N，E 分别在 AD，AB，AA1 上，并将两弧各六等

分，等分点依次为 P1，P2，P3，P4，P5 以及 Q1，Q2，Q3，Q4，Q5，如图，一只

蚂蚁欲从点 P2 出发，沿平行六面体表面爬行至 Q4，则其爬行的最短距离为( )

A．4π
3

B．2 3

C．2 D． 6－ 2
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答案 B

解析 如图，将四边形 ABB1A1 和四边形 ABCD 沿 AB

展开，使得两四边形在同一平面，连接 P2Q4，则线段 P2Q4

的长度即为蚂蚁爬行的最短距离．因为 P2，Q4 分别为弧MN
︵

，NE
︵

的六等分点，且

∠DAB＝π
3

，∠BAA1＝2π
3

，所以∠BAP2＝2π
9

，∠BAQ4＝
4π
9

，所以∠P2AQ4＝
2π
3

，

又 AP2＝2，所以 P2Q4＝2×2×cosπ
6

＝2 3．故选 B.

7．(2023·吉林第四次调研)在我国古代，杨辉三角(如图 1)是解决很多数学问

题的有力工具，从图 1 中可以归纳出等式：C11＋C12＋C13＋…＋C1n＝C2n＋1，类比上

述结论，借助杨辉三角解决下述问题：如图 2，该“刍童垛”共 2021 层，底层如图

3，一边 2023 个圆球，另一边 2022 个圆球，向上逐层每边减少 1 个圆球，顶层堆

6 个圆球，则此“刍童垛”中圆球的总数为( )

A．2C32023－2 B．2C32024－2

C．C42024－2 D．C42023－2

答案 B
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解析 由杨辉三角中观察可得 1＋3＋6＋10＝20，推广得 C22＋C23＋C24＋…＋

C2n＋1＝C3n＋2，即1×2
2

＋2×3
2

＋3×4
2

＋…＋
n（n＋1）

2
＝C3n＋2，则 2021 层“刍童垛”圆球

的总个数为 S＝2×3＋3×4＋4×5＋…＋2022×2023＝2(C32024－1)．故选 B.

8．(2023·湖南名校适应性测试)定义在正整数上的函数满足 f(k＋2)＝ 3f(k＋1)

－f(k)(k∈N*)，则 f(65)＝( )

A．f(1) B．f(3)

C．f(5) D．f(7)

答案 C

解析 ∵f(k＋2)＝ 3f(k＋1)－f(k)(k∈N*)，∴f(k＋3)＝ 3f(k＋2)－f(k＋1)＝

3[ 3f(k＋1)－f(k)]－f(k＋1)＝2f(k＋1)－ 3f(k)，∴f(k＋4)＝2f(k＋2)－ 3f(k＋1)

＝2[ 3f(k＋1)－f(k)]－ 3f(k＋1)＝ 3f(k＋1)－2f(k)，则 f(k＋4)＝f(k＋2)－f(k)，∴f(k

＋6)＝f(k＋4)－f(k＋2)＝－f(k)，∴f(k＋12)＝－f(k＋6)＝f(k)，∴函数的周期 T＝12，

f(65)＝f(12×5＋5)＝f(5)．故选 C.

二、选择题：本题共 3 小题，每小题 6 分，共 18 分．在每小题给出的选

项中，有多项符合题目要求．全部选对的得 6 分，部分选对的得部分分，有选错

的得 0 分．

9.(2023·广东深圳调研)如图，在直角梯形 ABCD 中，

AB∥CD，AD⊥AB，AB＝2AD＝2CD＝2，E 是 BC 的中点，

则( )

A．AE→·BE→＝－1
2

B．EB→＝1
4
AB→－1

2
AD→

C．AC→·BC→＝0 D．AE→＝3
4
AB→－1

2
AD→
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答案 ABC

解析 如图建立平面直角坐标系，则 A(0，0)，B(2，0)，

C(1，1)，D(0，1)，E
3
2

，1
2 .对于 A，AE→·BE→＝

3
2

，1
2 ·

－1
2

，1
2

＝－3
4

＋1
4

＝－1
2

，故 A 正确；对于 B，EB→＝
1
2

，－1
2 ，1

4
AB→－

1
2
AD→＝1

4
(2，0)－1

2
(0，1)＝

1
2

，－1
2 ，故 B 正确；对于 C，AC→·BC→＝(1，1)·(－1，1)

＝0，故 C 正确；对于 D，AE→＝
3
2

，1
2 ，3

4
AB→－1

2
AD→＝3

4
(2，0)－1

2
(0，1)＝

3
2

，－1
2 ，

故 D 错误．故选 ABC.

10．(2023·广东珠海市三模)已知圆 C1：x2＋y2＝9 与圆 C2：(x－3)2＋(y－4)2

＝16，下列说法正确的是( )

A．C1 与 C2 的公切线恰有 4 条

B．C1 与 C2 公共弦的方程为 3x＋4y－9＝0

C．C1 与 C2 公共弦的弦长为12
5

D．若 P，Q 分别是圆 C1，C2 上的动点，则|PQ|max＝12

答案 BD

解析 圆 C1 的圆心 C1(0，0)，半径 r1＝3，圆 C2 的圆心 C2(3，4)，半径 r2＝

4，|C1C2|＝ （3－0）2＋（4－0）2＝5，r2－r1＜|C1C2|＜r1＋r2，故两圆相交，公

切线恰有 2 条，故 A 错误；作差可得 C1 与 C2 公共弦的方程为 3x＋4y－9＝0，故

B 正确；C1 到公共弦的距离为9
5

，故公共弦的弦长为 2 9－
9
5
2

＝24
5

，故 C 错误；

若 P，Q 分别是圆 C1，C2 上的动点，则|PQ|max＝|C1C2|＋r1＋r2＝12，故 D 正确．故
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选 BD.

11．(2023·辽宁大连统考三模)甲、乙两队进行比赛，若双方实力随时间的变

化遵循兰彻斯特模型：

x（t）＝
（ex＋e－x）X0

2
－ b

a
·
（ex－e－x）Y0

2
，

y（t）＝
（ex＋e－x）Y0

2
－ a

b
·
（ex－e－x）X0

2
，

x＝ ab t，

其中正实数 X0，Y0 分别为甲、

乙两方初始实力，t 为比赛时间；x(t)，y(t)分别为甲、乙两方 t 时刻的实力；正实

数 a，b 分别为甲对乙、乙对甲的比赛效果系数．规定当甲、乙两方任何一方实力

为 0 时比赛结束，另一方获得比赛胜利，并记比赛持续时长为 T.则下列结论正确

的是( )

A．若 X0>Y0 且 a＝b，则 x(t)>y(t)(0≤t≤T)

B．若 X0>Y0 且 a＝b，则 T＝1
a
ln

X0＋Y0

X0－Y0

C．若X0
Y0
>b
a

，则甲方比赛胜利

D．若X0
Y0
> b

a
，则甲方比赛胜利

答案 ABD

解析 对于 A，若 X0>Y0 且 a＝b，则

x（t）＝
eat＋e－at

2
X0－

eat－e－at

2
Y0，

y（t）＝
eat＋e－at

2
Y0－

eat－e－at

2
X0，

所以

x(t)－y(t)＝eat(X0－Y0)，由 X0>Y0 可得 x(t)－y(t)＝eat(X0－Y0)>0，故 A 正确；对于

B，当 a＝b 时，根据 A 中的结论可知 x(t)>y(t)，所以乙方实力先为 0，即 y(t)＝
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eat＋e－at

2
Y0－

eat－e－at

2
X0＝0，化简可得 eat(X0－Y0)＝e－at(X0＋Y0)，即 e2at＝

X0＋Y0

X0－Y0
，

两边同时取对数可得 2at＝ln
X0＋Y0

X0－Y0
，即 t＝ 1

2a
ln
X0＋Y0

X0－Y0
＝1
a
ln

X0＋Y0

X0－Y0
，即 T

＝1
a
ln

X0＋Y0

X0－Y0
，故 B 正确；对于 C，D，若甲方获得比赛胜利，则甲方实力为

0 时所用时间 t1 大于乙方实力为 0 时所用时间 t2，由 x(t1)＝
e abt1＋e－ abt1

2
X0－

b
a
·
e abt1－e－ abt1

2
Y0＝0，可得 e2 ab t1＝

X0＋Y0 b
a

Y0 b
a

－X0
>0，同理可得 e2 ab t2＝

Y0＋X0 a
b

X0 a
b

－Y0
>0，则

X0＋Y0 b
a

Y0 b
a

－X0
>
Y0＋X0 a

b

X0 a
b

－Y0
，解得X20

Y20
>b
a

，又 X0，Y0，a，b 都为正实

数，所以可得X0
Y0
> b

a
，甲方获得比赛胜利，故 C 错误，D 正确．故选 ABD.

三、填空题：本题共 3 小题，每小题 5 分，共 15 分．

12．(2023·山东聊城三模)已知抛物线 C：y2＝2px(p＞0)的焦点为 F，点 A 在

y 轴上，线段 AF 的延长线交 C 于点 B，若|AF|＝|FB|＝6，则 p＝________．

答案 4

解析 如图，作 BD⊥准线 l 于点 D，交 y 轴于点 E，所以

OF∥BE，因为|AF|＝|FB|＝6，所以|OF|＝1
2
|BE|＝p

2
，所以|BD|＝|FB|

＝3p
2

＝6，解得 p＝4.

13．(2023·江苏南京统考二模)一个袋子中有 n(n∈N*)个红球和 5 个白球，每

次从袋子中随机摸出 2 个球．若“摸出的两个球颜色不相同”发生的概率记为 P(n)，
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则 P(n)的最大值为________．

答案 5
9

解析 P(n)＝
C1n·C15

C2n＋5
＝

5n
（n＋5）（n＋4）

2

＝
10n

n2＋9n＋20
＝

10

n＋20
n

＋9
，对勾函数 y

＝x＋20
x

在(0， 20)上单调递减，在( 20，＋∞)上单调递增，故当 n＝4 或 n＝5

时，n＋20
n

有最小值，为 9，故 P(n)＝
10

n＋20
n

＋9
≤

10
9＋9

＝5
9
.故 P(n)的最大值为5

9
.

14．(2023·河南商丘部分学校高中毕业班阶段性测试(六))已知在△ABC 中，

角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，且满足 cosA(b－acosC)＝ 3ccosC－asinAsinC，

b2＋a2＝c2＋6，则△ABC 的面积为________．

答案 3 2
2

解析 由 cosA(b－acosC)＝ 3ccosC－asinAsinC 及正弦定理可得，cosA(sinB

－sinAcosC)＝ 3sinCcosC－sin2AsinC ①，又在△ABC中，B＝π－(A＋C)，sinC>0，

所以 sinB＝sin(A＋C)＝sinAcosC＋sinCcosA，代入①式得 sinCcos2A＝ 3sinCcosC

－sin2AsinC，所以 sin2A＋cos2A＝ 3cosC，解得 cosC＝ 3
3

，sinC＝ 6
3

，又由余弦

定理可得 ab＝
a2＋b2－c2

2cosC
＝

6
2 3
3

＝3 3，所以 S△ABC＝1
2
absinC＝1

2
×3 3× 6

3
＝3 2

2
.

四、解答题：本题共 5 小题，共 77 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算

步骤．

15．在△ABC 中，内角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，且 2(b2－a2)＋c2

＝0.

(1)求sinAcosB
cosAsinB

的值；
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(2)求 A－B 的最大值．

解 (1)由余弦定理得

sinAcosB
cosAsinB

＝a
b
·

a2＋c2－b2

2ac
b2＋c2－a2

2bc

＝
a2＋c2－b2

b2＋c2－a2
，

因为 2(b2－a2)＋c2＝0，

所以sinAcosB
cosAsinB

＝
3a2－3b2

a2－b2
＝3.

(2)由(1)sinAcosB
cosAsinB

＝3，得 tanA＝3tanB，

tan(A－B)＝
tanA－tanB

1＋tanAtanB
＝

2tanB
1＋3tan2B

＝
2

1
tanB

＋3tanB
.

因为 tanA＝3tanB，A，B 为三角形的内角，所以 tanB>0，

所以
2

1
tanB

＋3tanB
≤ 2
2 3

＝ 3
3

，当且仅当 tanB＝ 3
3

时等号成立，

此时 B＝π
6

，A＝π
3

，所以 A－B 的最大值为π
6
.

16．数列{an}的前 n 项和为 Sn，若 Sn＝
n（1＋an）

2
，a1，a2，a5 依次成等比数

列(公比不等于 1)．

(1)求数列{an}的通项公式；

(2)若数列{bn}满足 bn＝
（－1）n＋1n

anan＋1

，{bn}的前 n 项和为 Tn，求 Tn.

解 (1)因为 Sn＝
n（1＋an）

2
，
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则当 n＝1 时，a1＝S1＝
1＋a1
2

，

所以 a1＝1，

当 n≥2 时，Sn－1＝
（n－1）（1＋an－1）

2
，

所以 an＝
n（1＋an）

2
－

（n－1）（1＋an－1）
2

⇔

(n－2)an－(n－1)an－1＋1＝0，

所以(n－1)an＋1－nan＋1＝0，

所以(n－1)an＋1＋(n－1)an－1－2(n－1)an＝0，

所以 an＋1＋an－1－2an＝0，即 an＋1＋an－1＝2an，

所以数列{an}为等差数列，记其公差为 d，

则 a2＝1＋d，a5＝1＋4d，

因为 a1，a2，a5 依次成等比数列，

所以(1＋d)2＝1＋4d，

解得 d＝2 或 d＝0(舍去)，

所以 an＝1＋2(n－1)＝2n－1.

(2)由题意可得 bn＝
（－1）n＋1n

anan＋1

＝
（－1）n＋1n

（2n－1）（2n＋1）

＝
（－1）n＋1

4

1
2n－1

＋
1

2n＋1 ，

所 以 Tn ＝ 1
4

1＋1
3 － 1

4

1
3

＋1
5 ＋ … ＋

（－1）n＋1

4

1
2n－1

＋
1

2n＋1 ＝

1
4

1＋
（－1）n＋1

2n＋1 .
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17.如图，四棱台 ABCD－A1B1C1D1 的下底面和上底面分别

是边长为 4 和 2 的正方形，侧棱 CC1 上点 E 满足C1E
C1C

＝1
3
.

(1)证明：A1B∥平面 AD1E；

(2)若 CC1⊥平面 ABCD，且 CC1＝3，求直线 BB1 与平面 AD1E 所成角的正弦

值．

解 (1)证明：延长 D1E 和 DC 交于点 M，连接 MA 交 BC 于点 N，连接 D1N，

由C1E
CE

＝1
2

，得C1D1

CM
＝1
2

，所以 CM＝4＝AB，

所以△MCN≌△ABN，

所以 BN＝NC，所以 N 为 BC 的中点，

又 A1D1∥B1C1 且 A1D1＝B1C1，B1C1∥BN 且 B1C1＝BN，

所以 A1D1∥BN 且 A1D1＝BN，

所以四边形 A1BND1 为平行四边形，

所以 A1B∥D1N，

又 D1N⊂平面 AD1E，A1B⊄ 平面 AD1E，

所以 A1B∥平面 AD1E.

(2)以 C 为原点，CD，CB，CC1 所在直线分别为 x

轴、y 轴、z 轴，建立如图所示的空间直角坐标系，

则 B(0，4，0)，B1(0，2，3)，A(4，4，0)，D1(2，

0，3)，E(0，0，2)．

所以BB1→ ＝(0，－2，3)，AD1
→ ＝(－2，－4，3)，AE→＝(－4，－4，2)．

设平面 AD1E 的法向量为 n＝(x，y，z)，
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由
n·AD1

→ ＝0，

n·AE→＝0，
得

－2x－4y＋3z＝0，

－4x－4y＋2z＝0，

取 n＝(1，－2，－2)，

则|cos〈n，BB1→ 〉|＝
|n·BB1→ |

|n||BB1→ |
＝

|4－6|
3× 13

＝2 13
39

，

所以直线 BB1 与平面 AD1E 所成角的正弦值为2 13
39

.

18．已知椭圆 C：x2
2

＋y2＝1，A 为 C 的上顶点，过 A 的直线 l 与 C 交于另一

点 B，与 x 轴交于点 D，点 O 为坐标原点．

(1)若|AB|＝ 15
2

，求 l 的方程；

(2)已知 P 为 AB 的中点，y 轴上是否存在定点 Q，使得OP→·DQ→ ＝0？若存在，

求出点 Q 的坐标；若不存在，说明理由．

解 (1)①当直线 l 的斜率不存在时，直线 l：x＝0，|AB|＝2，舍去；

②当直线 l 的斜率存在时，设直线 l：y＝kx＋1，k≠0，

联立方程
y＝kx＋1，

x2＋2y2＝2，
得(2k2＋1)x2＋4kx＝0，

解得 x＝0 或 x＝
－4k

2k2＋1
，

所以 B

－4k

2k2＋1
，
1－2k2

2k2＋1 ，

所以|AB|＝ 1＋k2·|
－4k

2k2＋1
－0|＝ 15

2
，

化简得 4k4＋4k2－15＝0，
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解得 k2＝3
2

或 k2＝－5
2
(舍去)，即 k＝± 6

2
，

所以直线 l：y＝± 6
2
x＋1.

(2)①当直线 l 的斜率存在时，设直线 l：y＝kx＋1，k≠0，

由(1)得 P

－2k

2k2＋1
，

1
2k2＋1 ，D

－1
k
，0

，

所以 kOP＝－ 1
2k

，

又因为OP→·DQ→ ＝0，

所以 OP⊥DQ，

所以 kDQ＝2k，

所以直线 lDQ：y＝2k
x＋1

k ＝2kx＋2，

即存在定点 Q(0，2)满足条件．

②当直线 l 的斜率不存在时，直线 l：x＝0，则 O，P 重合，Q(0，2)也满足条

件．

综上，存在点 Q(0，2)，使得OP→·DQ→ ＝0.

19．已知函数 f(x)＝sin2x＋ax2.

(1)当 a＝1 时，求 f(x)的单调区间；

(2)若 x∈
0，π

2 ，不等式 sin(2cosx)＋a2x2≥af(x)恒成立，求实数 a 的取值范围．
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解 (1)当 a＝1 时，f′(x)＝2sinxcosx＋2x＝sin2x＋2x，

因为 f′(0)＝0，所以 x＝0 是 f′(x)的一个零点．

令 g(x)＝f′(x)，则 g′(x)＝2＋2cos2x≥0，所以 f′(x)在 R 上单调递增，所以当 x<0

时，f′(x)<0，当 x>0 时，f′(x)>0，

所以 f(x)在(－∞，0)上单调递减，在(0，＋∞)上单调递增．

(2)不等式 sin(2cosx)＋a2x2≥af(x)恒成立，

即不等式 sin(2cosx) ≥asin2x 恒成立．

令 cosx＝t∈[0，1]，则不等式 sin(2cosx) ≥asin2x恒成立等价于不等式 sin2t≥a(1

－t2) (*)恒成立，

①若 t＝1，不等式(*)显然成立，此时 a∈R；

②若 0≤t<1，不等式(*)等价于 a≤
sin2t
1－t2

.

设 h(t)＝
sin2t
1－t2

(0≤t<1)，

当 0≤t<1 时，

h′(t)＝
2[（1－t2）cos2t＋tsin2t]

（1－t2）2
，

令φ(t)＝(1－t2)cos2t＋tsin2t(0≤t<1)，

则φ′(t)＝(2t2－1)sin2t，0≤t<1，

当 0<t< 2
2

时，φ′(t)<0，当 2
2
<t<1 时，φ′(t)>0，

所以φ(t)在
0， 2

2 上单调递减，在
2
2

，1
上单调递增，

所以φ(t)min＝φ
2
2 ＝1

2
cos 2＋ 2

2
sin 2>0，
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所以 h′(t)>0，h(t)在[0，1)上单调递增，h(t)min＝h(0)＝0，

所以 a≤0.

综上所述，实数 a 的取值范围为(－∞，0]．


