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2023北京三十五中高二（下）期中 

数    学 

2023.04 

试卷说明:试卷分值共 150分，考试时间 120分钟.包括 3个大题，共 21个小题. 

一.选择题（共 10个小题，每题 4分，共 40分.每小题只有一个正确选项，请选择正确答案填

在机读卡相应的题号处） 

1. 已知复数 z 满足
( )1 i 2 iz− = +

，则 z 在复平面内对应的点在（    ） 

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限 

2. 在等差数列 na 中， 1 1a = ，公差 2d = ，则 8a 等于（    ） 

A. 13 B. 14 C. 15 D. 16 

3. 在 ( )
5

2x − 的展开式中， 4x 的系数为 

A. 5 B. 5−  C. 10 D. 10−  

4. （2017.唐山市二模）已知甲在上班途中要经过两个路口，在第一个路口遇到红灯的概率为 0.5，两个路

口连续遇到红灯的概率为 0.4，则甲在第一个路口遇到红灯的条件下，第二个路口遇到红灯的概率是 

A. 0.6 B. 0.7 C. 0.8 D. 0.9 

5. 下列求导运算正确的是（    ） 

A. ( )sin cosx x = −  B. 
1

ln x
x

 
= 

 
 

C. ( ) 1x xa xa −
=  D. ( ) 1

2
x

x


=  

6. 数列 na 满足 1 1

1
2,

1

n
n

n

a
a a

a
+

+
= =

−
，则 2023a =（    ） 

A. 3−  B. 
1

3
 C. 

1

2
−  D. 2 

7. 函数 ( ) 2 sinf x x x= − 在区间[0,π]上的最小值为（    ） 

A. 
π

1
4
−  B. 0 C. π D. 

π
2

2
−  

8. 下图是函数 ( )y f x= 的导函数 ( )y f x= 的图象，给出下列命题: 
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① 2− 是函数 ( )y f x= 的极值点； 

②1 是函数 ( )y f x= 的极值点； 

③ ( )y f x= 在 0x = 处切线的斜率小于零； 

④ ( )y f x= 在区间 ( )2, 2− 上单调递增. 

则正确的命题序号是（    ） 

A. ①② B. ①③ C. ①④ D. ②④ 

9. 袋子中有四张卡片，分别写有“中、华、文、明”四个字，有放回地每次从中任取一张卡片，共取三

次．将三次抽取后“中，华”两个字都取到记为事件 A，用随机模拟的方法估计事件 A发生的概率．利用

电脑随机产生 0，1，2，3 四个随机数，分别代表“中、华、文、明”这四个字，以每三个随机数为一

组，表示取卡片三次的结果，经随机模拟产生了以下 18 组随机数： 

232 321 230 023 123 021 132 220 001 

231 130 133 231 031 320 122 103 233 

由此可以估计事件 A发生的概率为（    ） 

A. 
7

18
 B. 

5

18
 C. 

2

9
 D. 

1

9
 

10. 已知 ( )f x 是定义在R 上的可导函数．若函数 ( ) ( )F x xf x= ，满足 ( ) 0F x  对 x R 恒成立，则下面四

个结论中，所有正确结论的序号是 

① (1) ( 1) 0+ − f f ；  

② ( ) 0f x  对 x R 成立； 

③ ( )f x 可能是奇函数；  

④ ( )f x 一定没有极值点． 

A. ①，② B. ①，③ C. ①，②，③ D. ②，③，④ 

二、填空题（共 6个小题，每题 5分，共 30分.请将正确答案填在答题纸相应的题号处） 

11. 已知 ( ) ( )ln 2 1f x x= + ，则 ( )1f  = ____________. 

12. 在一段时间内，甲去博物馆的概率为 0.8，乙去博物馆的概率为 0.7，且甲乙两人各自行动.则在这段时

间内，甲乙两人至少有一人去博物馆的概率是__________. 

13. 函数 ( ) 21
ln

2
f x x x= − 的单调增区间为_____________，极值点是______________. 
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14. 已知在数列{ na }前 n项和
2

nS n n= − ，则数列{ na }的通项公式 na = _____________. 

15. 已知函数
3 21

2 3
3

f x x ax x  在 ( ),− +  上单调递增，则实数a的取值范围是

________________． 

16. 在新冠核酸检测中，常用的是单管检测法和“10混 1”检测法.单管检测法，就是对每个被检测人取一管检

测样本单独检测，直接能得到被检测人的检测结果是阴性或者阳性.优点是准确，交叉感染风险低，缺点是

检测费用高.“10 混 1 检测法”，即将 10 个人的检测样本合并在一个试管中混合均匀后进行一次检测，若检

测结果为阴性，则可以确定所有被检测人该次检测都是阴性；若检测结果为阳性，则还需要对本组每个被

检测人再次做单管检测，以确定每位参与检测成员的最终检测结果.优点是在阳性人员较少时检测费用低，

省时省力.缺点是阳性人员较多时交叉感染风险高，同管人员有阳性时需二次检测.假设每次检测结果准确. 

（1）现对 20 人进行核酸检测，将他们随机分成甲乙两组，每组 10 人，且对每组都分别采用“10 混 1”检测

法进行检测.假设20人中只有2人感染新冠病毒，则感染新冠病毒的2人分在同一组的概率为_____________. 

（2）现准备对 10人进行核酸检测，已知每人核酸阳性的概率为 0.1，且检测结果互不影响.若采用“10混 1”

检测法检测，检测次数的平均值为 m；若采用单管检测法，检测次数为 n，则 m________n（填>，=，<）

（可能会用到的数据 100.9 0.35 ） 

三、解答题（共 6个小题，共 80分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤，请将正确答

案填在答题纸相应的题号处） 

17. 已知等差数列{ na  }的前 n 项和为 nS ， 1 2a = ， 5 30S =  .等比数列{ nb  }满足 3 3 8a b+ = ，且公比为

2q . 

（1）求数列{ na }的通项公式； 

（2）求 5b 的值； 

（3）求数列{ nb }的前 n项和 nT . 

18. 已知函数 ( ) 3 21
3

3
f x x x x= − − . 

（1）求 ( )f x 的单调区间； 

（2）求 ( )f x 在区间[ 3,3]− 上的最大值和最小值. 

（3）若方程 ( )f x k= 有三个根，写出 k的取值范围（无需解答过程）. 

19. 流行性感冒多由病毒引起，据调查，空气月平均相对湿度过大或过小时，都有利于一些病毒繁殖和传

播.科学测定，当空气月平均相对湿度大于 65%或小于 40%时，有利于病毒繁殖和传播下表记录了某年甲、

乙两个城市 12 个月的空气月平均相对湿度.. 

 

第一季度 第二季度 第三季度 第四季度 

1 月 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 月 11 12 月 
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月 

甲

地 
54% 39% 46% 54% 56% 67% 64% 66% 78% 72% 72% 59% 

乙

地 
38% 34% 31% 42% 54% 66% 69% 65% 62% 70% a % b % 

（Ⅰ）从上表 12 个月中，随机取出 1 个月，求该月甲地空气月平均相对湿度有利于病毒繁殖和传播的概

率； 

（Ⅱ）从上表第一季度和第二季度的 6 个月中随机取出 2 个月，记这 2 个月中甲、乙两地空气月平均相对

湿度都有利于病毒繁殖和传播的月份的个数为 X ，求 X 的分布列和数学期望； 

（Ⅲ）若 108a b+ = ，设乙地上表 12 个月的空气月平均相对湿度的中位数为M ，求M 的最大值和最小

值.（只需写出结论） 

20. 已知函数 ( ) ln ( )f x ax x a R= −  ． 

（Ⅰ）当 2a = 时，求曲线 ( )y f x= 的在点 1x = 处的切线方程； 

（Ⅱ）求函数 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅲ）若 ( ) 0f x 恒成立，求 a的取值范围． 

 

21. 已知函数 ( )
1

ex

x
f x

+
= . 

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的极值； 

（Ⅱ）求证：当 ( )0,x + 时， ( ) 21
1

2
f x x − + ； 

（Ⅲ）当 0x  时，若曲线 ( )y f x= 在曲线 2 1y ax= + 的上方，求实数 a的取值范围. 

22. 若无穷数列 na 满足以下两个条件，则称该数列为 数列. 

① 1 1a = ，当 2n  时， 12 2n na a −− = + ； 

②若存在某一项 5ma  − ，则存在  1,2, , 1k m  − ，使得 4k ma a= + （ 2m  且m N ）. 

（1）若 2 0a  ，写出所有 数列的前四项； 

（2）若 2 0a  ，判断 数列是否为等差数列，请说明理由； 

（3）在所有的 数列中，求满足 2021ma = − 的m 的最小值. 
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参考答案 

一.选择题（共 10个小题，每题 4分，共 40分.每小题只有一个正确选项，请选择正确答案填

在机读卡相应的题号处） 

1. 【答案】A 

【解析】 

【分析】根据除法计算复数 z ，再根据几何意义判断选项. 

【详解】
( )( )

( )( )

2 12 1 3 1 3

1 1 1 2 2 2

i ii i
z i

i i i

+ ++ +
= = = = +

− − +
， 

复数 z 在复平面内对应的点是
1 3

,
2 2

 
 
 

，在第一象限. 

故选：A 

2. 【答案】C 

【解析】 

【分析】 

利用等差数列的通项公式计算即可. 

【详解】 8 1 7 1 7 2 15a a d= + = +  = , 

故选：C. 

【点睛】本题考查等差数列的通项公式，属容易题，等差数列的通项公式是： ( )1 1na a n d= + − . 

3. 【答案】D 

【解析】 

【分析】 

根据二项式定理计算即可. 

【详解】解：在 ( )
5

2x − 的展开式中 4x 的项为 ( )
11 4 4 4

5 2 10C x x x  − = − ， 的系数为-10， 

故选：D. 

4. 【答案】C 

【解析】 

【分析】由题意可知 P（A）=0.5，P（AB）=0.4，利用条件概率公式可求得 P（B 丨 A）的值． 

【详解】设第一个路口遇到红灯的事件为 A，第二个路口遇到红灯的事件为 B， 

则 P（A）=0.5，P（AB）=0.4， 

则 P（B 丨 A）=
( )

( )

P AB

P A
=0.8， 

故选 C． 

【点睛】本题考查的是条件概率.条件概率一般有两种求解方法：(1)定义法：先求 P(A)和 P(AB)，再由
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P(B|A)＝
( )

( )

P AB

P A
 ,求 P(B|A)．(2)基本事件法：借助古典概型概率公式，先求事件 A 包含的基本事件数

n(A)，再求事件 AB 所包含的基本事件数 n(AB)，得 P(B|A)＝
( )

( )

n AB

n A
. 

5. 【答案】D 

【解析】 

【分析】利用常见函数的导数对选项分别求导即可. 

【详解】对于 A 选项， ( )sin cosx x = ，A 选项错误； 

对于 B 选项，
2

1 1

x x

 
= − 

 
，B 选项错误； 

对于 C 选项， ( ) lnx xa a a


= ，C 选项错误； 

对于 D 选项， ( ) 1

2
x

x


= ，D 选项正确． 

故选：D 

6. 【答案】C 

【解析】 

【分析】根据数列的递推关系式，推断出数列 na 是周期为 4 的数列，从而可得 2023a 的值. 

【详解】数列 na 满足 1 1

1
2,

1

n
n

n

a
a a

a
+

+
= =

−
，所以

1
2

1

1 1 2
3

1 1 2

a
a

a

+ +
= = = −

− −
，

2
3

2

1 1 3 1

1 1 3 2

a
a

a
，

3
4

3

1
1

1 12
11 3

1
2

a
a

a
， 

4
5 1

4

1
1

1 3 2
11

1
3

a
a a

a

+
+

= = = =
−

−

，
5

6 2

5

1 1 2
3

1 1 2

a
a a

a

+ +
= = = − =

− −
，…… 

所以数列 na 是周期为 4 的数列，则 2023 505 4 3 3

1

2
a a a += = = − . 

故选：C 

7. 【答案】A 

【解析】 

【分析】利用导数求函数的最小值即可. 

【详解】 ( ) 2 sinf x x x= − ， [0, π]x ， 
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( ) 1 2 cosf x x = − ， 

令 ( ) 0f x = ，解得
π

4
x = ， 

当
π

0
4

x  时， ( ) 0f x  ，当
π

π
4

x  时， ( ) 0f x  ， 

( )f x 在
π

[0, ]
4

上单调递减，在
π

[ , π]
4

上单调递增， 

当
π

4
x = 时， min

π π
( ) ( ) 1

4 4
f x f= = − . 

故选：A 

8. 【答案】C 

【解析】 

【分析】利用函数极值点的定义可判断命题①②的正误；利用导数的几何意义可判断命题③的正误；利用

函数的单调性与导数的关系可判断命题④的正误. 

【详解】根据导函数图象可知当 ( ), 2x  − − 时， ( ) 0f x  ，在 ( )2,x − + 时， ( ) 0f x  ， 

则函数 ( )y f x= 在 ( ), 2− − 上单调递减，在 ( )2,− + 上单调递增， 

故 ( )y f x= 在区间 ( )2, 2− 上单调递增，即④正确； 

而在 2x = − 处 ( )2 0f  − = ，左侧单调递减，右侧单调递增，则 2− 是函数 ( )y f x= 的极小值点，故①正

确； 

函数 ( )y f x= 在 ( )2,1− 上单调递增，在 ( )1,+ 上单调递增， 

1 不是函数 ( )y f x= 极值点，故②不正确； 

函数 ( )y f x= 在 0x = 处的导数大于 0 ， ( )y f x = 在 0x = 处切线的斜率大于零，故③不正确. 

故选：C 

9. 【答案】B 

【解析】 

【分析】找出 18 组随机数中 0，1 都抽到的个数，利用概率公式即可求解. 

【详解】由题意可得：18 组随机数中，表示事件A 发生即 0，1 取到的有 021、001、130、031、103 共5

个，所以事件 A发生的概率为
5

18
， 

故选：B. 

10. 【答案】A 

【解析】 

【分析】由单调性可判断①②，由奇偶函数的性质可判断③，取 ( ) 2f x x= ，可判断④ 
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【详解】 ( ) 0F x  对 x R 恒成立， 

所以函数 ( ) ( )F x xf x= 为增函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0F F f f f f  −   − −  + −  ，①正确； 

当 0x  时， ( ) ( )0 0F x F = ，则 ( ) 0f x  ， 

当 0x  时， ( ) ( )0 0F x F = ，则 ( ) 0f x  ，所以 ( ) 0f x  对 x R 成立，②正确； 

③ ( )f x 是奇函数时 ( ) ( )F x xf x= 是偶函数，不可能始终为增函数，因此③错误； 

若 ( ) 2f x x= ，符合题意，但函数有极值点，故④错误； 

故选：A 

二、填空题（共 6个小题，每题 5分，共 30分.请将正确答案填在答题纸相应的题号处） 

11. 【答案】
2

3
 

【解析】 

【分析】求出 ( )f x 的导函数，把 1x = 带入即可. 

【详解】 ( )
2

2 1
f x

x
 =

+
，所以 ( )

2
1

3
f  = . 

故答案为：
2

3
 

【点睛】要注意复合函数求导法则. 

12. 【答案】 0.94  

【解析】 

【分析】利用相互独立事件同时发生的概率乘法运算求解. 

【详解】甲乙两人都不去博物馆的概率是 (1 0.8)(1 0.7) 0.06− − = ， 

所以甲乙两人至少有一人去博物馆的概率是1 0.06 0.94− = ， 

故答案为: 0.94 . 

13. 【答案】    ①. ( )0,1     ②. 1 

【解析】 

【分析】先求解出 ( )f x ，求出函数的单调区间，得出函数的极值点. 

【详解】因为 ( ) ( )
21 1

0
x

x x
x x

f x
−

= − =  ，令 0f x ，解得0 1x  ， 

所以单调递增区间为 ( )0,1 ， 

令 ( ) 0f x  ，解得 1x  ，即函数的单调递减区间为 (1, )+ ， 

所以 1x = 是函数的极大值点. 
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故答案为： ( )0,1 ；1 

14. 【答案】 2 2n −  

【解析】 

【分析】利用
1

1

, 1

, 2
n

n n

a n
a

S S n−

=
= 

− 
，即可求解. 

【详解】当 1n = 时， 1 1 0a S= = ， 

当 2n  时， ( )
22

1 1 21 2n n na S S n n n n n− − + −= − = − − = − ， 

经检验 1 0a = 满足 2 2na n= − ， 

所以 2 2na n= − ， 

故答案为： 2 2n −  

15. 【答案】 2, 2 −
   

【解析】 

【分析】函数单调递增，等价为 f′（x）≥0 在 ( ),− + 恒成立，利用二次函数的图象和性质即可得到结

论． 

【详解】解：因为函数 f（x）＝
1

3
x3﹣ax2+2x+3 在（﹣∞，+∞）上单调递增， 

所以 f′（x）≥0 在 ( ),− + 恒成立， 

f′（x）＝x2﹣2ax+2，二次函数开口向上，只需判别式△＝4a2﹣4×2≤0， 

即 a2≤2，﹣ 2 ≤a≤ 2 ， 

故实数 a的取值范围是 2, 2 −
   ， 

故答案为 2, 2 −
 ． 

【点睛】本题主要考查函数单调性和导数之间的关系，将函数单调递增转化为 f′（x）≥0 恒成立是解决

本题的关键． 

16. 【答案】    ①. 
1

2
##0.5；    ②. <. 

【解析】 

【分析】（1）列出基本事件总个数，根据古典概型即可求解；（2）求出“10 混 1”检测法检测次数的期望值

即可进行比较. 

【详解】（1）设感染新冠病毒的两人分别为 ,A B . 

则有 ,A B 在甲组；A在甲组，B在乙组；A在乙组，B在甲组； ,A B 在乙组，共 4 种情况，满足条件的为

2 种. 

所以概率为
1

2
. 
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（2）若采用单管检测法，检测次数为 n，则 10n = . 

若采用“10 混 1”检测法检测，全部为阴性，则检测一次的概率为 ( )
10 101 0.1 0.9 0.35− =  . 

若有阳性存在，则需要检测 11 次，概率为 ( )
10 101 1 0.1 1 0.9 0.65− − = −  . 0.35 1 0.65 11 7.5m =  +  = . 

所以m n . 

故答案为：
1

2
，< 

三、解答题（共 6个小题，共 80分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤，请将正确答

案填在答题纸相应的题号处） 

17. 【答案】（1） 2na n=      

（2）8    （3）
1 1

2
2

n

nT −= −  

【解析】 

【分析】（1）根据等差数列的求和公式得出公差，即可求出通项公式； 

（2）根据等比数列的通项公式求解； 

（3）求出首项，直接由等比数列求和公式得解. 

【小问 1 详解】 

设等差数列{ na }的公差为d ， 

则 5 1

5 4
5 30

2
S a d


= +  = ，解得 2d = ， 

2 ( 1) 2 2na n n = + −  = . 

【小问 2 详解】 

等比数列{ nb }满足 3 3 8a b+ = ， 

36 8b + = ，即 3 2b = ， 

2

5 3 2 4 8b b q = =  = . 

【小问 3 详解】 

由（2）可知，
2

3 1 14b b q b= = ， 

1

1

2
b = ， 

11

1
(1 2 )

(1 ) 12 2
1 1 2 2

n
n

n

n

b q
T

q

−

−
−

 = = = −
− −

. 

18. 【答案】（1）增区间为 ( , 1)− − 和 (3, )+ ，减区间为 ( 1,3)−      

（2）
5

3
， 9−      
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（3）
5

9
3

k−    

【解析】 

【分析】（1）利用导数求出函数单调区间； 

（2）根据函数的增减性确定函数的最值； 

（3）由函数图象的变化情况，结合函数的极值得出结论. 

【小问 1 详解】 

( ) 2 2 3f x x x = − −  

令 ( ) 0f x  可得 1x  − 或 3x  ， 

令 ( ) 0f x  可得 1 3x−   ， 

故函数的增区间为 ( , 1)− − 和 (3, )+ ，减区间为 ( 1,3)− . 

【小问 2 详解】 

由（1）知，[ 3, 1]− − 上递增，在[ 1,3]− 递减， 

故当 = 1x − 时， max

5
( ) ( 1)

3
f x f= − = ， 

又 ( 3) 9, (3) 9f f− = − = − ，故 min( ) 9f x = − . 

【小问 3 详解】 

由（1）（2）知函数在 ( , 1)− − 上递增，在 ( 1,3)− 上递减，在 (3, )+ 上递增，且极大值为
5

3
，极小值为

9− ， 

若方程 ( )f x k= 有三个根，即 ( )y f x= 与 y k= 图象有 3 个交点， 

故 k的取值范围为
5

9
3

k−   . 

19. 【答案】（Ⅰ）
1

2
；（Ⅱ）分布列见解析， ( )

2

3
E X = ；（Ⅲ）最大值为58%，最小值为54%． 

【解析】 

【分析】（Ⅰ）设事件A ：从上表 12 个月中，随机取出 1 个月，该月甲地空气月平均相对湿度有利于病毒

繁殖和传播．用 iA 表示事件抽取的月份为第 i 月，利用列举法能求出该月甲地空气月平均相对湿度有利于

病毒繁殖和传播的概率． 

（Ⅱ）在第一季度和第二季度的 6 个月中，甲、乙两地空气月平均相对湿度都有利于病毒繁殖和传播的月

份只有 2 月和 6 月， X 所有可能的取值为 0，1，2．分别求出相应的概率，由此能求出随机变量 X 的分布

列和期望． 

（Ⅲ） 108a b+ = ，设乙地上表 12 个月的空气月平均相对湿度的中位数为M ，由此能求出M 的最大值，

最小值． 
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【详解】（Ⅰ）设事件A ：从上表 12 个月中，随机取出 1 个月， 

该月甲地空气月平均相对湿度有利于病毒繁殖和传播． 

用 iA 表示事件抽取的月份为第 i 月， 

则 1{A = ， 2A ， 3A ， 4A ， 5A ， 6A ， 7A ， 8A ， 9A ， 10A ， 11A ， 12}A 共 12 个基本事件， 

2{A A= ， 6A ， 8A ， 9A ， 10A ， 11}A 共 6 个基本事件， 

所以，该月甲地空气月平均相对湿度有利于病毒繁殖和传播的概率
6 1

( )
12 2

P A = = ； 

（Ⅱ）在第一季度和第二季度的 6 个月中， 

甲、乙两地空气月平均相对湿度都有利于病毒繁殖和传播的月份只有 2 月和 6 月， 

故 X 所有可能的取值为 0，1，2． 

2

4

2

6

6 2
( 0)

15 5

C
P X

C
= = = = ， 

1

4

2

6

1

2 8
( 1)

15

C C

C
P X = = = ， 

2

2

2

6

1
( 2)

15

C
P X

C
= = =  

随机变量 X 的分布列为： 

X  0 1 2 

P  
2

5
 

8

15
 

1

15
 

( )
2 8 1 2

0 1 2
5 15 15 3

E X =  +  +  = ； 

（Ⅲ） 108a b+ = ，设乙地上表 12 个月的空气月平均相对湿度的中位数为M ， 

则M 的最大值为58%，最小值为54%． 

20. 【答案】（Ⅰ） 1 0x y− + = ；（Ⅱ）见解析；（Ⅲ）
1

[
e
， )+ ． 

【解析】 

【分析】（Ⅰ）函数 ( ) lnf x ax x= − ．当 2a = 时， ( ) 2 lnf x x x= − ， f （1） 2= ．切线的斜率为 f （1），利

用点斜式即可得出曲线 ( )y f x= 的在点 1x = 处的切线方程． 

（Ⅱ）
1

( )f x a
x

 = − ， (0, )x + ．对 a分类讨论即可得出单调区间． 

（Ⅲ）若 ( ) 0f x 恒成立，则
lnx

a
x

在 (0, )x + 上恒成立．令
ln

( )
x

g x
x

= ， (0, )x + ．利用导数研究

其单调性即可得出函数 ( )g x 的最大值，即可得出所求． 

【详解】解：（Ⅰ）函数 ( ) lnf x ax x= − ， ( )0x   
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当 2a = 时， ( ) 2 lnf x x x= − ， f （1） 2= ． 

1
( ) 2f x

x
 = − ， 

f （1） 1= ， 

曲线 ( )y f x= 的在点 1x = 处的切线方程为： 2 1y x− = − ，即 1 0x y− + = ． 

（Ⅱ）
1

( )f x a
x

 = − ， (0, )x + ． 

0a 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 (0, )x + 上单调递减． 

0a  时，

1
( )

( )

a x
af x

x

−

 =
， 

则函数 ( )f x 在
1

(0, )x
a

 上单调递减，在
1

(
a
， )+ 上单调递增． 

（Ⅲ）若 ( ) 0f x 恒成立，则
lnx

a
x

在 (0, )x + 上恒成立． 

令
ln

( )
x

g x
x

= ， (0, )x + ． 

2

1-ln
( )

x
g x

x
 = ，令 2

1 ln
( ) 0

x
g x

x

−
 = = ，则 x e= ， 

当 ( )0,x e 时， ( ) 0g x  ，所以
ln

( )
x

g x
x

= 在 ( )0,x e 递增， 

当 ( ),x e + 时， ( ) 0g x  ，所以
ln

( )
x

g x
x

= 在 ( ),x e + 递减， 

所以 ( )
1

( )maxg x g e
e

= = ， 

所以 a的取值范围为
1

[
e
， )+ ． 

21. 【答案】（Ⅰ）极大值 1，无极小值；（Ⅱ）见解析；（Ⅲ）
1

,
2

 
− − 
 

 

【解析】 

【分析】（Ⅰ）求导，列出随 x的变化， ( )'f x 和 ( )f x 的情况表，进而求得极值； 

（Ⅱ）令 ( ) ( ) 2 21 1 1
1 1

2 e 2x

x
g x f x x x

+
= + − = + − （ 0x  ），求导，由 0x  得 1 0xe −  ，则 ( )' 0g x  ，

进而得出函数 ( )g x 的单调性，由此得证； 

（Ⅲ）当
1

2
a  − 时，由（Ⅱ）知符合题意，再令 ( ) ( ) 2 21

1 1
ex

x
h x f x ax ax

+
= − − = − − ，分

1
0

2
a−  

及 0a  均可判断不合题意，进而得出实数 a的取值范围. 
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【详解】（Ⅰ）因为 ( )
1

ex

x
f x

+
= ，定义域 R ，所以 ( )'

ex

x
f x = − .令

' 0f x ，解得 0x = . 

随 x的变化， ( )'f x 和 ( )f x 的情况如下： 

x ( ), 0−  0 ( )0, +  

( )f x  +  0 −  

( )f x  增 极大值 减 

由表可知函数 ( )f x 在 0x = 时取得极大值 ( )0 1f = ，无极小值； 

（Ⅱ）证明：令 ( ) ( ) 2 2

2

1 1 1
1 1

2 e 2

x
g x f x x x

+
= + − = + − （ 0x  ）， 

( )' 1 e 1
1

e e e

x

x x x

x
g x x x x

 − 
= − + = − =   

   
. 

由 0x  得 1 0xe −  ，于是 ( )' 0g x  ，故函数 ( )g x 是 )0, + 上的增函数. 

所以当 ( )0,x + 时， ( ) ( )0 0g x g = ，即 ( ) 21
1

2
f x x − + ； 

（Ⅲ）当
1

2
a  − 时，由（Ⅱ）知 ( ) 2 21

1 1
2

f x x ax − +  + ，满足题意 

令 ( ) ( ) 2 21
1 1

ex

x
h x f x ax ax

+
= − − = − − ， ( )' 1

2 2
e ex x

x
h x ax x a

 
= − − = − + 

 
. 

当
1

0
2

a−   时，若
1

0, ln
2

x
a

  
 −  

  
， ( ) 0h x  ，则 ( )h x 在

1
0, ln

2a

  
−  
  

上是减函数. 

所以
1

0, ln
2

x
a

  
 −  

  
时， ( ) ( )0 0h x h = ，不合题意. 

当 0a  时， ( )' 0h x  ，则 ( )h x 在 ( )0, + 上是减函数，所以 ( ) ( )0 0h x h = ，不合题意. 

综上所述，实数 a的取值范围
1

,
2

 
− − 
 

. 

【点睛】本题考查运用导函数研究函数的单调性、极值、最值、证明不等式，求参数的范围，关键在于构

造合适的函数，求其导函数的正负，得出其函数的单调性，从而得出所构造的函数的图象趋势，可以解决

函数的极值、最值、不等式等相关问题，属于难度题. 

22. 【答案】（1） 数列的前四项为：1, 1,1, 1− − ；1, 1,1,5− ；1, 1,3, 3− − ；1, 1,3,7−      

（2） 数列为首项为 1 公差为 4 的等差数列，理由见解析     

（3）m 的最小值为1517  

【解析】 
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【分析】（1）先根据条件①去绝对值可得 1n na a −= − 或 1 4n na a −= + ，由 2 0a  得 2 1a = − ，再根据条件逐

个列举即可； 

（2）由条件①知，当 2n  时， 1n na a −= − 或 1 4n na a −= + ，由 2 0a  得 2 5a = ，利用反证法假设 数列

中存在最小的正整数 i （ 3i  ），使得 1i ia a −= − ，根据单调性结合条件②可知假设不成立，即可得结论； 

（3）先根据条件②可得 ( )4 3 1 506nb n n= − +   必为数列{ }na 中的项，再结合条件①可得 3 1n na b− = 分析

即可． 

【小问 1 详解】 

由条件①知，当 2n  时， 1n na a −= − 或 1 4n na a −= + ， 

因为 2 0a  ，由条件①知 2 1a = − ， 

所以 数列的前四项为：1, 1,1, 1− − ；1, 1,1,5− ；1, 1,3, 3− − ；1, 1,3,7− . 

【小问 2 详解】 

若 2 0a  ， 数列是等差数列 

由条件①知，当 2n  时， 1n na a −= − 或 1 4n na a −= + ， 

因为 2 0a  ，所以 2 5a =  

假设 数列中存在最小的正整数 i （ 3i  ），使得 1i ia a −= − ， 

则 1 2 3 1, , , , ia a a a − 单调递增， 

由 1 1a = 则 1 2 3 1, , , , ia a a a − 均为正数，且 1 2 5ia a−  = . 

所以 1 5i ia a −= −  − .由条件②知，则存在  1,2,3, , 1k i − ，使得 4 1k ia a= +  −  

此时与 1 2 3 1, , , , ia a a a − 均为正数矛盾， 

所以不存在整数 i （ 3i  ），使得 1i ia a −= − ，即 1 4n na a −= + . 

所以 数列为首项为 1 公差为 4 的等差数列. 

【小问 3 详解】 

由 2021ma = − 及条件②, 

可得 1, 5, 9, , 2017, 2021− − − − − 必为数列 na 中的项，记该数列为 nb ，有

( )4 3 1 506nb n n= − +   ， 

不妨令 n jb a= ，由条件①， 1 4 3j ja a n+ = − = − 或 1 4 4 7j ja a n+ = + = − + 均不为 1 4 1nb n+ = − − ； 

此时 2 4 3ja n+ = − + 或 4 1n + 或 4 7n − 或 4 11n− + ，均不为 1 4 1nb n+ = − −  

上述情况中，当 1 4 3ja n+ = − ， 2 4 1ja n+ = + 时， 3 2 14 1j j na a n b+ + += − = − − =  

结合 1 1a = ，则有 3 1n na b− = . 

由 506 2021b = − ，得 3 506 1 1517m =  − = 即为所求. 
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