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2021北京海淀高三(上)期中 

数    学 

2021.11 

本试卷共 4 页，共 150 分。考试时长 120 分钟，考生务必将答案答在答题纸上，在试卷上作答无效。考试结束

后，将本试卷和答题纸一并交回。 

第一部分  (选择题  共 40 分) 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

(1)在复平面内，复数 (2 )z i i= + 对应的点的坐标为 

A.(1，2)  B.(-1，2)   C. (2，1)   D.(2，-1) 

(2)已知向量 ( ,2), ( 1,1)a x b= = − ，若a b∥ ，则 x =  

A. 1   B.-l   C. 2   D.-2 

(3)已知全集 {1 2 3 4}U = ，，， ，集合 {1}A = ， ( )U A B {3}= ，则集合 B可能是 

A. {4}  B.{1,4}  C.{2，4}   D.{1，2，3} 

(4 )已知命题
1

: (0 ) 2p a a
a

  + + ， ， ，则 p 是 

A. 
1

(0, ), 2a a
a

  + +     B. 
1

(0, ), 2a a
a

  + +   

C. 
1

(0, ), 2a a
a

  + +     D. 
1

(0, ), 2a a
a

  + +   

(5)下列函数中，是奇函数且在其定义域上为增函数的是 

A. siny x=   B. y x x=    C. tany x=    D. 
1

y x
x

= −  

(6)“a>b>c”是“ab>ac”的 

A.充分不必要条件     B.必要不充分条件 

C.充要条件      D.既不充分也不必要条件 

(7)已知等比数列{ }na 的公比为 q.若{ }na 为递增数列且 2 0a  ,则 

A. q<-1   B. -1<q<0   C. 0<q<1   D. q>1 

关注北京高考在线官方微信：北京高考资讯(微信号:bjgkzx)， 获取更多试题资料及排名分析信息。



 2 / 11 

(8)将函数 sin 2y x= 的图像向右平移
6


个单位，得到函数 ( )f x 的图像，则下列说法正确的是 

A. ( ) sin(2 )
6

f x x


= −      B.
3

x


= − 是函数 ( )f x 的图像的一条对称轴 

C. ( )f x 在[ , ]
6 3

 
− 上是减函数  D. ( )f x 在

5
[ , ]

12 12

 
− 上是增函数 

(9)下列不等关系中正确的是 

A. 
5

ln 2 ln 3 2ln
2

+       B. 
1 1

ln 3 ln 2
3 2
 −   

C. ln 2 ln3 1        D. 
ln 3 3

ln 2 2
  

(10)如图，A是轮子外边沿上的一点，轮子半径为 0.3m.若轮子从图中位置向右无滑动滚动，则当滚动的水平距离为

2.2m 时，下列描述正确的是(参考数据：7π≈21.991) 

A.点 A在轮子的左下位置，距离地面约为 0.15m 

B. 点 A在轮子的右下位置，距离地面约为 0.15m  

C. 点 A在轮子的左下位置，距离地面约为 0.26m  

D. 点 A在轮子的右下位置，距离地面约为 0.04m 

 

第二部分(非选择题  共 110 分) 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

(11)已知 nS 是数列{ }na 的前 n项和.若 2nS n= ，则 2a = ___________. 

(12)已知函数
2

( 1) , 1,
( )

2 , 1,

xx e x
f x

x x x

 + 
= 

− 
则函数 ( )f x 的零点个数为___________. 

(13)已知 ABC 中， 2, 1, 120AB AC BAC= =  = ，则 AB AC = ________, AB BC = ________. 

(14) 已知命题 p: 若 ABC 满足 sin cosA B= ，则 ABC 是直角三角形 . 说明 p 为假命题的一组角为

A=___________,B=______________. 

(15)某生物种群的数量 Q与时间 t的关系近似地符合
10

( )
9

t

t

e
Q t

e
=

+
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给出下列四个结论： 

①该生物种群的数量不会超过 10； 

②该生物种群数量的增长速度先逐渐变大后逐渐变小； 

③该生物种群数量的增长速度与种群数量成正比； 

④该生物种群数量的增长速度最大的时间 0 (2,3)t  . 

根据上述关系，其中所有正确结论的序号是___________. 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程。 

(16)(本小题共 14 分) 

已知等差数列{ }na 满足 1 4 2n na a n+ + = + . 

(I)求数列{ }na 的通项公式； 

(II)若数列{ }n nb a− 是公比为 3 的等比数列，且 1 3b = ，求数列{ }nb 的前 n 项和 nS . 

 

 

(17)(本小题共 14 分) 

已知函数 ( ) 2cos( )cos( )
4 4

f x x x
 

= − + . 

(I)求函数 ( )f x 的最小正周期； 

(II)设函数 ( ) ( ) cosg x f x x= − ，求 ( )g x 的值域. 
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(18)(本小题共 14 分) 

已知函数 ( ) ln , ( )
e

f x x g x
x

= = . 

(I)直接写出曲线 ( )y f x= 与曲线 ( )y g x= 的公共点坐标，并求曲线 ( )y f x= 在公共点处的切线方程； 

(II)已知直线 x a= 分别交曲线 ( )y f x= 和 ( )y g x= 于点 A，B.当 a(0,e)时，设 OAB 的面积为 ( )S a ，其中 O是

坐标原点，求 ( )S a 的最大值. 

 

(19)(本小题共 14 分) 

设 ABC 的内角 A，B，C的对边分别为 a,b,c，且 sin 3 cosa B b A=  

(I)求角 A大小； 

(II)再从以下三组条件中选择一组条件作为已知条件，使三角形存在且唯一确定，并求 ABC 的面积 

第①组条件： 19, 5a c= = ； 

第②组条件：
1

cos , 4 2
3

C c= =  

第③组条件：AB边上的高 3, 3h a= =  

注：如果选择的条件不符合要求，第(II)问得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个解答计分. 

 

 

 

(20)(本小题共 14 分) 

设函数
2( ) ( 3 ), Rf x x x x a a= − +   

(I)当 a=-9 时，求函数 ( )f x 的单调增区间； 

(II)若函数 ( )f x 在区间(1,2)上为减函数，求 a的取值范围； 

(III)若函数在区间(0,2)内存在两个极值点 1 2,x x ，且满足
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x−  + ，请直接写出 a的取值

范围. 
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(21)(本小题 15 分) 

设 正 整 数 3n  ， 集 合
1 2{ ( , , , ), R 1,2, , },n kA a a x x x x k n= =   = ， 对 应 集 合 A 中 的 任 意 元 素

1 2( , , )na x x x=  和 1 2( , , )nb y y y=  ， 及 实 数 λ ， 定 义 ： 当 且 仅 当 ( 1,2, , )k kx y k n= =  时

1 1 2 2 1 2; ( , , ); ( , , ).n n na b a b x y x y x y a x x x   = + = + +  + =  若 A 的子集 1 2 3{ , , }B a a a= 满足：当且仅当

1 2 3 0  = = = 时， 1 1 2 2 3 3 (0,0, ,0)a a a  + + =  ，则称 B为 A的完美子集. 

(I)当 n=3 时，已知集合 1 2{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, {(1,2,3), (2,3, 4), (4,5,6)},B B= = 分别判断这两个集合是

否为 A的完美子集，并说明理由； 

(II)当 n=3 时，已知集合 {(2 , , 1), ( ,2 , 1), ( , 1,2 )}B m m m m m m m m m= − − − .若 B不是 A的完美子集，求 m的值； 

(III)已知集合 1 2 3{ , , }B a a a A=  ，其中 1 2( , , )( 1,2,3)i i i ina x x x i=  = .若 
1 2 32 ii i i ix x x x + + 对 任 意

i=1,2,3 都成立，判断 B是否一定为 A的完美子集.若是，请说明理由；若不是，请给出反例. 

(考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效) 
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2021北京海淀高三(上)期中数学 

参考答案 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。 

题号 （1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8） （9） （10） 

答案 B D C C B D C D B A 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

题号 （11） （12） （13） （14） （15） 

答案 2 2 1, 5− −  
2π π

,
3 6

 ①②④ 

说明：13 题两空前 3 后 2；15 题全选对 5 分，漏选 3 分，其他情况 0 分。 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。 

（16）（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）因为 1 4 2n na a n+ + = + ,  

所以当 1n = 时， 2 1 6a a+ = .  ①  

当 2n = 时， 3 2 10a a+ = ,     ②  

②—①得 3 1 4a a− = . 

因为 na 为等差数列，设公差为d , 

所以 3 12 4d a a= − = ，则 2d = ,   

由①可得 12 6a d+ = ，所以 1 2a = ，  

所以 1 ( 1) 2 ( 1,2, )na a n d n n= + − = = .  

（Ⅱ）因为 n nb a−  是公比为 3 的等比数列，又知 1 3b = ， 

所以 1 1 1

1 1( ) 3 =(3 2) 3 =3n n n

n nb a b a − − −− = −  −  ，  

所以 1 13 3 2n n

n nb a n− −= + = + ， 
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所以 0 1 2 1(3 3 3 3 )+2(1 2 3 )n

nS n−= + + + + + + + +  

1 3 2 (1 )

1 3 2

n n n− +
= +

−
  

1
(3 1) ( 1)

2

n n n= − + + .  

（17）（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）因为
π π

( ) 2cos( )cos( )
4 4

f x x x= − +  

π π π
2cos[( ) ]cos( )

4 2 4
x x= + − +  

π π
2sin( )cos( )

4 4
x x= + +  

π
sin(2 )

2
x= +  

cos2x=  

或者
π π

( ) 2cos( )cos( )
4 4

f x x x= − +  

π π π π
2(cos cos sin sin )(cos cos sin sin )

4 4 4 4
x x x x= + −  

2 21 1
2( cos sin )

2 2
x x= −  

cos2x=  

所以 ( )f x 的最小周期
2π 2π

π
| | 2

T


= = = . 

（Ⅱ）因为 ( ) ( ) cosg x f x x= − ， 

所以 ( ) cos2 cosg x x x= −  

22cos cos 1x x= − −  

21 9
2(cos )

4 8
x= − −  

因为 cos [ 1,1]x − ， 

所以依据二次函数的性质可得 ( )g x 的值域为
9

[ ,2]
8

− . 

（18）（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）公共点 (e,1) . 
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因为
1

'( )f x
x

= ， 

所以
1

'(e)
e

f = ， 

所以切线的方程为
1

1 ( e)
e

y x− = − ，即
e

x
y = . 

（Ⅱ）
1 1 e

( ) | | | ln |
2 2

S a a AB a a
a

=  = − ， (0,e)a . 

因为 (0,e)a 时，
e

1, ln 1a
a
  ，所以

e
ln a

a
 ， 

所以
e 1

( ) ln
2 2

S a a a= − ， (0,e)a ， 

1
'( ) (1 ln )

2
S a a= − + ， 

令 '( ) 0S a = ，得
1

e
a = ， 

所以 '( ), ( )S a S a 的情况如下： 

a  
1

(0, )
e

 
1

e
 

1
( ,e)
e

 

'( )S a  +  0 −  

( )S a   极大值  

因此， ( )S a 的极大值，也是最大值为
1 e 1

( )
e 2 2e

S = + . 

（19）（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）由正弦定理
sin sin

a b

A B
= 及 sin 3 cosa B b A= 得 

sin sin 3sin cosA B B A= ， 

因为 ( )0,πB ，所以 sin 0B   

所以 sin 3 cosA A= ， 

所以 tan 3A = ， 

因为 ( )0,πA ， 
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所以
π

3
A = . 

（Ⅱ）选②： 

因为
1

cos
3

C = ， ( )0,πC ， 

所以

2

2 1 2 2
sin 1 cos 1

3 3
C C

 
= − = − = 

 
. 

由正弦定理
sin sin

a c

A C
= 得

3
4 2

sin 2 3 3
sin 2 2

3

c A
a

C



= = = . 

由 πA B C+ + = 得 

( )
3 1 1 2 2 2 2 3

sin sin sin cos cos sin
2 3 2 3 6

B A C A C A C
+

= + = + =  +  = . 

所以
1 1 2 2 3

sin 3 3 4 2 4 3 3 2
2 2 6

ABCS ac B

+
= =    = + . 

选③： 

因为
π

3
A = ， AB边上的高 3h = ， 

所以
3

2
sin 3

2

h
b

A
= = = . 

由余弦定理 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − 得 29 4 2c c= + − ，即 2 2 5 0c c− − = ， 

解得 1 6c =  （舍负） 

所以 1 6c = +  

所以 ( )
1 1 3 3 2

1 6 3
2 2 2

ABCS ch
+

= =  +  = . 

（20）（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）当 9a = − 时，
2( ) ( 3 9)f x x x x= − − ， 

2( ) 3 6 9 3( 1)( 3)f x x x x x = − − = + − ， 

'( ), ( )f x f x 的情况如下： 
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x  ( , 1)− −  1−  ( 1,3)−  3  (3, )+  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x       

所以，函数 ( )f x 的增区间为 ( , 1]− − 和[3, )+ ﹒ 

（Ⅱ）由
2( ) ( 3 )f x x x x a= − + 得

2( ) 3 6f x x x a = − + ， 

因为 ( )f x 在区间 (1,2)上为减函数， 

所以 ( ) 0f x  在 (1,2)内恒成立， 

因为
2 2( ) 3 6 3( 1) 3f x x x a x a = − + = − + − ， 

所以 (1,2)x 时， '( ) ( 3, )f x a a − ， 

所以 ( ,0]a − . 

（Ⅲ）所以 a 的取值范围为
9

(0, )
4

﹒ 

（21）（本小题共 15 分） 

解：（Ⅰ） 1B 是完美集； 

设 1 1 2 2 3 3 (0  0  0)  + + = ，，a a a ， 

即 1 2 3 0  = = = ． 

所以 1B 是完美集． 

2B 不是完美集． 

设 1 1 2 2 3 3 (0  0  0)  + + = ，，a a a ， 

即

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 0

2 3 5 0

3 4 6 0

  

  

  

+ + =


+ + =
 + + = ．

，

， 

令 3 =1 ，则 1 2=2 = 3  −， ． 

所以 2B 不是完美集． 

（Ⅱ）因为 B不是完美集， 
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所以存在 1 2 3( ) (0  0  0)   ， ， ，， ，使得 1 1 2 2 3 3 (0  0  0)  + + = ，，a a a ， 

即

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

2 ( 1) 0

( 1) ( 1) 2 0

m m m

m m m

m m m

  

  

  

+ + =


+ + − =
 − + − + =

，

，

．

 

因为          (2 1)  (   2 1)  ( 1   2 )B m m m m m m m m m= − − −， ， ， ， ， ， ， ， ， 

由集合的互异性得， 0m  且 1m  − ． 

所以 1 2 32 0  + + = ， 3 1 22  = − − ， 1 2( ) (0  0)  ， ， ． 

所以
1 2

1 2

( 2) ( 1) 0

( 3 1) ( 1) 0

m m

m m

 

 

− + + + =

− − + − − = ．

，
 

所以 1( 4 1) 0m − + = ． 

所以
1

4
m = 或 1 0 = ． 

检验： 

当
1

4
m = 时，存在 1 2 35, 7, 3  = = − = − 使得 1 1 2 2 3 3 (0  0  0)  + + = ，，a a a ． 

当 1 0 = 时，因为 1m  − ，所以 2 30, 0 = = ，舍． 

所以
1

4
m = ． 

（Ⅲ）B一定是完美集． 

假设存在不全为 0 的实数 1 2 3, ,   满足 1 1 2 2 3 3 (0  0   0)  + + =   ，， ，a a a ， 

不妨设 1 2 3    ，则 1 0  （否则与假设矛盾）． 

由 1 11 2 21 3 31 0x x x  + + = ，得 32
11 21 31

1 1

x x x


 
= − − ． 

所以 32

11 21 31 21 31

1 1

x x x x x


 
 +  + ． 

与 11 11 21 312 x x x x + + ，即 11 21 31x x x + 矛盾． 

所以假设不成立． 

所以 1 0 = ． 

所以 2 3 0 = = ． 

所以 B一定是完美集． 
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