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2022 北京丰台高二（下）期末 

数    学 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1．已知函数 ( ) cosf x x= ，则 ( ) (
6

f


 =   )  

A．
3

2
 B．

3

2
−  C．

1

2
 D．

1

2
−  

2． 3( 2)x − 的展开式中 2x 的系数是 (   )  

A． 12−  B．12 C． 6−  D．6 

3．设
nS 是数列{ }na 的前 n项和，若 2 2nS n n= + ，则

5 (a =   )  

A． 21−  B．11 C．27 D．35 

4．经验表明，某种树的高度 y （单位： )m 与胸径 x（单位： )cm （树的主干在地面以上 1.3 米处的直径）具有线

性相关关系．根据一组样本数据 ( ix ， )( 1iy i = ，2，， )n ，用最小二乘法建立的经验回归方程为

ˆ 0.25 15y x= + ．据此模型进行推测，下列结论正确的是 (   )  

A． y 与 x负相关  

B．胸径为 20cm 的树，其高度一定为 20m   

C．经过一段时间，样本中一棵树的胸径增加1cm，估计其高度增加 0.25m   

D．样本数据 ( ix ， )( 1iy i = ，2，， )n 中至少有一对满足经验回归方程 ˆ 0.25 15y x= +  

5．在一次高台跳水运动中，某运动员在运动过程中的重心相对于水面的高度 h（单位： )m 与起跳后的时间 t （单

位： )s 存在函数关系 2( ) 4.9 4.8 11h t t t= − + + ．该运动员在 1t s= 时的瞬时速度（单位： / )m s 为 (   )  

A．10.9 B． 10.9−  C．5 D． 5−  

6．同时抛掷一枚红骰子和一枚蓝骰子，观察向上的点数，记“红骰子向上的点数为 1”为事件 A，“两枚骰子的点数

之和等于 6”为事件 B ，则 ( | ) (P B A =   )  

A．
1

3
 B．

1

6
 C．

1

12
 D．

1

36
 

7．甲，乙，丙 3 位同学从即将开设的 4 门校本课程中任选一门参加，则他们参加的校本课程各不相同的概率为

(   ) 

A．
3

8
 B．

3

4
 C．

8

27
 D．

8

9
 

8．“ 2a = ”是“函数 ( ) ( )xf x e x a= − 在 1x = 处有极小值”的 (   )  

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件  

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件 

9．某项活动需要把包含甲，乙，丙在内的 6 名志愿者安排到 A， B ，C 三个小区做服务工作，每个小区安排 2 名

志愿者．已知甲必须安排在 A小区，乙和丙不能安排在同一小区，则不同安排方案的种数为 (   )  

A．24 B．36 C．48 D．72 
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10．已知
na 是不大于 n 的正整数，其中 *n N ．若

1 2 3 70ma a a a+ + ++ ，则正整数m 的最小值为 (   )  

A．23 B．24 C．25 D．26 

二．填空题.共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11．（5 分）为了解性别因素是否对某班学生打篮球的经常性有影响，对该班 40 名学生进行了问卷调查，得到如表

的 2 2 列联表： 

 经常打篮球 不经常打篮球 合计 

男生 m  4 20 

女生 8  20 

合计  n  40 

则m=   ， n =  ． 

12．（5 分）由两个“1”和两个“2”组成的不同的四位数有   个．（用数字作答） 

13．（5 分）函数 ( )
lnx

f x
x

= 在 1x = 处的瞬时变化率为   ． 

14．（5 分）数列{ }na 的通项公式为 2 ( )na pn n p R= +  ，若 1n na a+  ，则 p 的一个取值为   ． 

15．（5 分）某制造商制造并出售球形瓶装的某种饮料．每个瓶子的造价 1P （单位：元）、瓶内饮料的获利 2P （单

位：元）分别与瓶子的半径 r （单位： cm， 5)r 之间的关系如图甲、乙所示．设制造商的利润为 2 1( )f r P P= − ，

给出下列四个结论： 

①当 1(0, )r r 时， ( ) 0f r  ； 

② ( )f r 在区间 1(r ， 5)上单调递减； 

③ ( )f r 在区间 1(0, )r 上存在极小值； 

④ ( )f r 在区间 1(0, )r 上存在极小值． 

其中所有正确结论的序号是   ． 

 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

16．（14 分）某同学在上学途中要经过一个路口，假设他骑车上学在该路口遇到红灯的概率为
1

3
．已知该同学一周

有 3 天骑车上学． 

（Ⅰ）求该同学在这 3 天上学途中恰有 1 天遇到红灯的概率； 

（Ⅱ）记该同学在这 3 天上学途中遇到红灯的天数为 X ，求 X 的分布列及数学期望 ( )E X ． 
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17．（13 分）已知等差数列{ }na 的前 n项和为
nS ，

2 9S = ，请从条件①、条件②这两个条件中选择一个作为已知，

解决下面的问题： 

（Ⅰ）求数列{ }na 的通项公式； 

（Ⅱ）若数列{ }nb 满足 3
2 na

nb
−

= ，求数列{ }nb 的前 n项和
nT ． 

条件①：
4 7a = ； 

条件②：
4 22S = ． 

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分． 

18．（14 分）已知函数 3 2 2( ) 2f x x ax a x= − + ， a R ． 

（Ⅰ）当 2a = 时，求 ( )f x 在区间[1，3] 上的最大值和最小值； 

（Ⅱ）求 ( )f x 的单调区间． 

19．（15 分）一兴趣小组为了解 5 种 APP的使用情况，在某社区随机抽取了 200 人进行调查，得到使用这 5 种 APP

的人数及每种 APP的满意率，调查数据如表： 

APP  第 1 种 第 2 种 第 3 种 第 4 种 第 5 种 

使用 APP的人数 160 90 150 90 80 

满意率 0.85 0.75 0.8 0.7 0.75 

（Ⅰ）从这 200 人中随机抽取 1 人，求此人使用第 2 种 APP的概率； 

（Ⅱ）根据调查数据，将使用人数超过50% 的 APP称为“优秀 APP ”．该兴趣小组从这 5 种 APP中随机选取 3 种，

记其中“优秀 APP ”的个数为 X ，求 X 的分布列及数学期望 ( )E X ； 

（Ⅲ）假设每种 APP被社区居民评价为满意的概率与表格中该种 APP的满意率相等，用“ 1k = ”表示居民对第 k 种

APP满意，“ 0k = ”表示居民对第 k 种 APP不满意 ( 1k = ，2，3，4，5) ．写出方差 1( )D  ， 2( )D  ， 3( )D  ，

4( )D  ， 5( )D  的大小关系．（只需写出结论） 

20．（15 分）已知函数 2( ) ( 2) ( )x xf x ae a e x a R= + − −  ． 

（Ⅰ）当 0a = 时，求曲线 ( )y f x= 点 (0 ， (0))f 处的切线方程； 

（Ⅱ）求证：当 0a  时，函数 ( )f x 存在极值； 

（Ⅲ）若函数 ( )f x 在区间 ( 1, )− + 上有零点，求 a的取值范围． 

21．（14 分）已知数列{ }na 是无穷数列．若 1n n nb a a+= − ，则称{ }nb 为数列{ }na 的 1 阶差数列；若 1n n nc b b+= − ，则

称数列{ }nc 为数列{ }na 的 2 阶差数列；以此类推，可得出数列{ }na 的 p 阶差数列，其中 *p N ． 

（Ⅰ）若数列{ }na 的通项公式为 2

na n= ，求数列{ }na 的 2 阶差数列的通项公式； 

（Ⅱ）若数列{ }na 的首项为 1，其一阶差数列{ }nb 的通项公式为 2nb n= ，求数列{ }na 的通项公式； 

（Ⅲ）若数列{ }na 的通项公式为 *( )m

na n m N=  ，写出数列{ }na 的m 阶差数列的通项公式，并说明理由． 
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参考答案 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1．【分析】根据导数的公式即可得到结论． 

【解答】解： ( ) cosf x x= ， ( ) sinf x x  = − ，则
1

( )
6 2

f


 = − ． 

故选： D ． 

【点评】本题主要考查导数的基本运算，比较基础． 

2．【分析】利用二项式定理的展开式，即可解出． 

【解答】解：展开式中 2x 的系数为： 1 1

3 ( 2) 6C − = − ， 

故选：C ． 

【点评】本题考查了二项式定理的展开式，学生的数学运算能力，属于基础题． 

3．【分析】本题根据公式 1( 2)n n na S S n−= − 代入进行计算即可得到
5a 的值，从而可得正确选项． 

【解答】解：由题意， 

可知 2 2

5 5 4 5 2 5 (4 2 4) 11a S S= − = +  − +  = ． 

故选： B ． 

【点评】本题主要考查由数列前 n项和求通项公式的问题．考查了转化与化归思想，公式法，整体思想，以及逻辑

推理能力和数学运算能力，属基础题． 

4．【分析】由已知经验回归方程逐一分析四个选项得答案． 

【解答】解：由经验回归方程 ˆ 0.25 15y x= + ，可知 y 与 x正相关，故 A错误； 

取 20x = ，得 ˆ 0.25 20 15 20y =  + = ，说明胸径为 20cm 的树，预测其高度为 20m ，但也不一定就是 20m ，故 B 错

误； 

样本中一棵树的胸径增加1cm，估计其高度增加 0.25m ，故C 正确； 

经验回归方程恒过样本点的中心，但样本中的点不一定经过经验回归方程，故 D 错误． 

故选：C ． 

【点评】本题考查经验回归方程的应用，明确有关量的意义是关键，是基础题． 

5．【分析】求出函数的导数，令 1t = 即可求解． 

【解答】解：由已知可得 ( ) 9.8 4.8h t t = − + ， 

则 h（1） 9.8 4.8 5= − + = − ， 

故选： D ． 

【点评】本题考查了变化的快慢与变化率，考查了学生的运算能力，属于基础题． 

6．【分析】分别写出事件 A和 B 的基本事件，根据条件概率公式计算即可． 

【解答】解：由题可知，同时抛掷一枚红骰子和一枚蓝骰子，共 36 种情况，事件 A为“红骰子向上的点数为 1“，共

6 种情况， 

而事件 B  “两枚骰子的点数之和等于 6“，共 5 种情况，事件 AB 同时发生“红骰子向上的点数为 1 且两枚骰子的点数

之和等于 6“，共 1 种情况， 
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所以
( ) 1

( | )
( ) 6

n AB
P B A

n A
= = ． 

故选： B ． 

【点评】本题考查条件概率，考查学生的计算能力，确定基本事件的个数是关键． 

7．【分析】利用古典概型的概率公式即可求解． 

【解答】解：甲，乙，丙 3 位同学从开设的 4 门校本课程中任选一门参加的事件数为 34 ．甲，乙，丙 3 位同学参加

的校本课程各不相同的事件数为 3

4A ． 

故所求概率为
3

4

3

3

4 8

A
P = = ． 

故选： A． 

【点评】本题主要考查古典概型，属于基础题． 

8．【分析】根据充分与必要条件的概念，导数的几何意义即可判断． 

【解答】解：由 2a = 得 ( ) ( 2)xf x e x= − ， ( ) ( 2) ( 1)x x xf x e x e e x  = − + = − ， 

当 ( ,1)x − 时， ( ) 0f x  ； (1, )x + 时， ( ) 0f x  ， 

( )f x 在 ( ,1)− 上单调递减，在 (1, )+ 上单调递增， 

( )f x 在 1x = 处有极小值， 

反过来，函数 ( ) ( )xf x e x a= − 在 1x = 处有极小值可得： 

f （1） 0= ，且 1x  时 ( ) 0f x  ； 1x  时 ( ) 0f x  ，又 ( ) ( 1)xf x e x a = − + ， 

(2 ) 0e a − = ， 2a = ，经检验知 1x  时 ( ) 0f x  ； 1x  时 ( ) 0f x  ， 

故“ 2a = ”是“函数 ( ) ( )xf x e x a= − 在 1x = 处有极小值”的充分必要条件， 

故选：C ． 

【点评】本题考查充分与必要条件的概念，导数的几何意义，属基础题． 

9．【分析】对乙丙进行分类讨论，即可解出． 

【解答】解：根据题意，分 2 种情况讨论： 

①甲和乙丙中 1 人安排在 A小区， 

此时 A小区的安排方法有 1

2C 种， B 区的选法有 2

4C 种，则此时有 1 2

2 4 12C C = 种安排分法， 

②甲和其他三人中的 1 人在 A区， 

则乙丙两人分别在 B 区、C 区，有 2 种情况，将其他三人全排列，安排到三个小区，有 3

3 6A = 种安排方法， 

则此时有 2 6 12 = 种安排方法； 

故有12 12 24+ = 种安排方法； 

故选： A． 

【点评】本题考查了概率与统计，特殊元素的安排，学生的数学运算能力，属于基础题． 

10．【分析】根据题意，当数列的每一项最大时，m 的值最小，结合{ }na 的规律，分析可得答案． 

【解答】解：根据题意，对于数列{ }na ，当数列的每一项最大时，m 的值最小， 

又由 na 是不大于 n 的正整数， 
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当1 3n 时， 1na = ，
1 2 3 3 70a a a+ + =  ， 

当 4 8n 时， 2na = ，
1 2 3 8 13 70a a a a+ + ++ =   

当 9 15n 时， 3na = ，
1 2 3 15 34 70a a a a+ + ++ =   

当16 24n 时， 4na = ， 1 2 3 24 70a a a a+ + ++ = ， 

故正整数m 的最小值为 24； 

故选： B ． 

【点评】本题考查数列与不等式的性质， 

二．填空题.共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11．【分析】根据已知条件，结合列联表之间的数据关系，即可求解． 

【解答】解：由表中数据可得 20 4 16m = − = ， 

则经常打篮球的人数为16 8 24+ = ， 

故 40 24 16n = − = ． 

故答案为：16；16． 

【点评】本题主要考查独立性检验中列联表的应用，属于基础题． 

12．【分析】先将个“1”和两个“2”共 4 个数排列，因为有两个“1”和两个“2”相同元素，除以 2 2

2 2A A 即可． 

【解答】解：由两个“1”和两个“2”组成的不同的四位数有
4

4

2 2

2 2

6
A

A A
= 种． 

故答案为：6． 

【点评】本题考查了排列的应用，是基础题． 

13．【分析】求出函数的导数，然后令 1x = 即可求解． 

【解答】解：由已知可得
2 2

1
1

1
( )

x lnx
lnxxf x

x x

 − 
−

 = = ， 

令 1x = ，则 f （1）
2

1 1
1

1

ln−
= = ， 

故答案为：1． 

【点评】本题考查了变化的快慢以及变化率，考查了导数的几何意义，属于基础题． 

14．【分析】根据题意，分析可得 2 2

1 ( 1) 1 2 1 0n na a p n n pn n np p+ − = + + + − − = + +  ，解可得 n的取值范围，由此分

析可得答案． 

【解答】解：根据题意，数列{ }na 的通项公式为 2 ( )na pn n p R= +  ， 

若 1n na a+  ，则 2 2

1 ( 1) 1 2 1 0n na a p n n pn n np p+ − = + + + − − = + +  ， 

又由 1n ，必有
0

3 1 0

p

p




+ 
，解可得

1

3
p  − ， 

故 p 的一个值为 1− ； 

故答案为： 1− （答案不唯一）． 

【点评】本题考查数列的函数特性，涉及数列的单调性，属于基础题． 

15．【分析】根据函数在某点处的几何意义可逐一判断． 
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【解答】解：由图可知：当
1(0, )r r 时，

2 1P P ，故
2 1( ) 0f r P P= −  ，故①正确； 

2 1( )f r P P 
 = − ，当

0 1(r r ， 5)时，由图象可知
2P 在

0r r= 处的切线斜率大于
1P 在

0r r= 处的切线斜率， 

故
2 1 2 10 ( ) 0P P f r P P   

−   = −  ， 

因此 ( )f r 在区间 1(r ，5)上单调递增，故②错误； 

根据图象可知：图象
1P 先快后慢，而

2P 图象先慢后快，所以可得 ( )f r 在 (0 ，
1r ) 上的变化是先减后增，故有极小

值，故③正确； 

2 1( )f r P P 
 = − ，当 r 趋近于

1r 时，
2P 在 r 处的切线斜率明显大于

1P 在 r 处的切线斜率，而当 r 趋近于 0 时，
1P 在 r

处的切线斜率明显大于
2P 在 r 处的切线斜率， 

所以可得 ( )f r 在 (0 ，
1r ) 上的变化是先减后增，故有极小值，故④正确． 

故答案为：①③④． 

【点评】本题考查了函数图象与导函数的几何意义，考查函数的单调性与极值，属于中档题． 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

16．【分析】（Ⅰ）利用二项分布的概率公式即可求解； 

（Ⅱ）首先得到随机变量 X 的取值，再分别写出概率，再利用期望公式即可求解． 

【解答】解：（Ⅰ）记“该同学在这 3 天上学途中恰有 1 天遇到红灯”为事件 A， 

则 1 2

3

1 1 4
( ) (1 )

3 3 9
P A C=   − = ， 

所以，该同学在这 3 天上学途中恰有 1 天遇到红灯的概率为
4

9
． 

（Ⅱ） X 的所有可能取值为：0，1，2，3． 

0 0 3

3

1 1 8
( 0) ( ) (1 )

3 3 27
P X C= =   − = ， 

1 2

3

1 1 4
( 1) (1 )

3 3 9
P X C= =   − = ， 

2 2 1

3

1 1 2
( 2) ( ) (1 )

3 3 9
P X C= =   − = ， 

3 3 0

3

1 1 1
( 3) ( ) (1 )

3 3 27
P X C= =   − = ， 

X 的分布列为 

X  0 1 2 3 

P  8

27
 

4

9
 

2

9
 

1

27
 

数学期望
8 4 2 1

( ) 0 1 2 3 1
27 9 9 27

E X =  +  +  +  =  

【点评】本题主要考查了离散型随机变量的分布列与期望，属于基础题． 

17．【分析】（Ⅰ）选条件①和②直接利用等差数列的性质求出数列的首项和公差，进一步求出数列的通项公式； 

（Ⅱ）利用（Ⅰ）的结论，进一步利用等比数列的通项公式求出数列的和． 

【解答】解：（Ⅰ）选条件①： 4 7a = ；设首项为 1a ，公差为 d ， 
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所以 2 1 2 1

4 1

2 9

3 7

S a a a d

a a d

= + = + =


= + =
，解得 1 4

1

a

d

=


=
； 

故 3na n= + ； 

选条件②：
4 22S = 时， 

所以 2 1 2 1

4 1

2 9

4 6 22

S a a a d

S a d

= + = + =


= + =
，解得 1 4

1

a

d

=


=
； 

故 3na n= + ； 

（Ⅱ）由（Ⅰ）得：数列{ }nb 满足 3
2 2na n

nb
−

= = ， 

所以 1 2 12 (2 1)
2 2 ... 2 2 2

2 1

n
n n

nT + −
= + + + = = −

−
． 

【点评】本题考查的知识要点：数列的通项公式的求法和应用，数列的求和，等比数列的求和，主要考查学生的运

算能力和数学思维能力，属于中档题． 

18．【分析】（Ⅰ）当 2a = 时，对函数求导，研究其在[1，3] 的单调性，从而计算最值即可． 

（Ⅱ）对函数求导，通过未知数 a的范围判断函数单调性即可． 

【解答】解：（Ⅰ）当 2a = 时， 3 2( ) 4 4f x x x x= − + ， 2( ) 3 8 4 (3 2)( 2)f x x x x x = − + = − − ， 

令 ( ) 0f x  ，解得 2x  或者
2

3
x  ， 

又因为 [1x ，3] ，故 ( )f x 在 [1， 2) 单调递减，在 (1， 2]单调递增， 

又因为 f （1） 1= ， f （2） 0= ， f （3） 3= ，故 ( )f x 在[1， 3] 的最大值为 3，最小值为 0； 

（Ⅱ） 2 2( ) 3 4 (3 )( )f x x ax a x a x a = − + = − − ， 

当 0a = 时， 2( ) 3 0f x x = ，此时 ( )f x 在 R 上单调递增，故 ( )f x 的单调增区间为 R ，无减区间； 

当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，解得 x a 或者
3

a
x  ， 

此时 ( )f x 的单调增区间为 ( , )
3

a
− ， ( , )a + ，单调减区间为 ( , )

3

a
a ； 

当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，解得
3

a
x  或者 x a ， 

此时 ( )f x 的单调增区间为 ( , )a− ， ( , )
3

a
+ ，单调减区间为 ( , )

3

a
a ， 

综上所述：当 0a = 时， ( )f x 的单调增区间为 R ，无减区间； 

当 0a  时， ( )f x 的单调增区间为 ( , )
3

a
− ， ( , )a + ，单调减区间为 ( , )

3

a
a ； 

0a  时， ( )f x 的单调增区间为 ( , )a− ， ( , )
3

a
+ ，单调减区间为 ( , )

3

a
a ． 

【点评】本题主要考查利用导函数研究函数单调性及求解函数最值，属于中档题． 

19．【分析】（Ⅰ）按照古典概型的概率计算方法求解； 

（Ⅱ）分别算出随机变量 X 等于 0，1，2，时的概率，然后写出分布列，即可求出期望； 

（Ⅲ）根据方差的性质和计算方法判断它们的大小． 
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【解答】解：（Ⅰ）记“从这 200 人中随机抽取 1 人，此人选择第 2 种 APP ”为事件 A， 

由表中数据可得：200 人中有 90 人选择使用了第 2 种 APP， 

所以
9

( )
20

P A = ，故从这 200 人中随机抽取 1 人，此人选择第 2 种 APP的概率为
9

20
； 

（Ⅱ）样本数据中有 5 种 APP，其中“优秀 APP ”有 2 种， X 的所有可能取值为：0，1，2， 

0 3

2 3

3

5

1
( 0)

10

C C
P X

C


= = = ，

1 2

2 3

3

5

3
( 1)

5

C C
P X

C


= = = ，

2 1

2 3

3

5

3
( 2)

10

C C
P X

C


= = = ， 

故 X 的分布列为： 

X  0 1 2 

P  1

10
 

3

5
 

3

10
 

故 X 数学期望
1 3 3 6

( ) 0 1 2
10 5 10 5

E X =  +  +  = ； 

（Ⅲ）易知 1( ) 0.85(1 0.85) 0.1275D  = − = ， 

3( ) 0.8(1 0.8) 0.16D  = − = ， 

2( ) 0.75(1 0.75) 0.1875D  = − = ， 

5( ) 0.75(1 0.75) 0.1875D  = − = ， 

4( ) 0.7(1 0.7) 0.21D  = − = ， 

故 1 3 2 5 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )D D D D D      =  ． 

【点评】本题考查离散性随机变量分布列的求法以及期望和方差的计算方法，属于中档题． 

20．【分析】（Ⅰ）利用导数的几何意义能求出曲线 ( )y f x= 点 (0 ， (0))f 处的切线方程； 

（Ⅱ）求得 2( ) 2 ( 2) 1 ( 1)(2 1)x x x xf x ae a e ae e = + − − = − + ，从而求出 ( )f x 的单调性，即可求得极值； 

（Ⅲ） 2( ) 2 ( 2) 1 ( 1)(2 1)x x x xf x ae a e ae e = + − − = − + ，当 0a 时，只需
2

2 2

2 2
( 1) 1 0

a a ea a e
f

e e e

− + − +
− = + + =  ，当

0a  时，只需
1

( ) 1 0minf x lna
a

= − + ，从而求得 a的取值范围． 

【解答】解：（Ⅰ）当 0 时， ( ) 2 xf x e x= − − ， ( ) 2 1xf x e = − − ， (0) 3f  = − ， 

因为 (0) 2f = − ， 

所以曲线 ( )y f x= 点 (0 ， (0))f 处的切线方程为 ( 2) 3( 0)y x− − = − − ，即3 2 0x y+ + = ． 

（Ⅱ） 2( ) 2 ( 2) 1 ( 1)(2 1)x x x xf x ae a e ae e = + − − = − + ， 

当 0a  时，由 ( ) 0f x = 得，
1

x ln
a

= ． 

随着 x的变化， ( )f x 、 ( )f x 的变化情况如下表 

x  1
( , )ln

a
−  

1
ln

a
 

1
(ln

a
， )+  

( )f x  −  0 +  
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( )f x  单调递减 1
1lna

a
− +  

单调递增 

所以 ( )f x 存在极小值，且极小值为
1

1lna
a

− + ． 

（Ⅲ） 2( ) 2 ( 2) 1 ( 1)(2 1)x x x xf x ae a e ae e = + − − = − + ， 

当 0a 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在区间 ( 1, )− + 上单调递减，且 (0) 2 2 0f a= −  ， 

因为 ( )f x 在区间 ( 1, )− + 上有零点， 

所以
2

2 2

2 2
( 1) 1 0

a a ea a e
f

e e e

− + − +
− = + + =  ，解得

22

1

e e
a

e

−


+
， 

所以
22

0
1

e e
a

e

−


+
． 

当 0a  时，
2

2 2

2 2
( 1) 1 0

a a ea a e
f

e e e

− + − +
− = + + =  ， 

因为 ( )f x 在区间 ( 1, )− + 上有零点， 

由（Ⅱ）可知
1

( ) 1 0minf x lna
a

= − + ， 

因为函数
1

( ) 1g x lnx
x

− + 是增函数，且 g （1） 0= ， 

所以 0 1a ． 

综上所述， a的取值范围是
22

(
1

e e

e

−

+
，1]． 

【点评】本题考查了切线方程问题，考查函数的单调性，最值问题，考查导数的应用以及不等式的证明，考查分类

讨论思想，转化思想，属于难题． 

21．【分析】（Ⅰ）根据差数列的定义直接求解可得通项公式； 

（Ⅱ）使用累加法可得通项公式； 

（Ⅲ）先计算 1m = ， 2m = 时的m 阶差数列，然后使用数学归纳法可证． 

【解答】解：（Ⅰ）因为 2

na n= ，所以 2 2

1 ( 1) 2 1n n nb a a n n n+= − = + − = + ， 

1 2( 1) 1 (2 1) 2n n nc b b n n+= − = + + − + = ； 

（Ⅱ）因为 1n n nb a a+= − ，且 2nb n= ，所以 1 2n na a n+ − = ， 

所以 2 1 2a a− = ， 3 2 4a a− = ， 4 3 6a a− = ，   ， 1 2( 1)n na a n−− = − ， 

把上面 1n − 个等式左右两边分别依次相加，得到 1 2 4 6 2( 1)na a n− = + + +    + − ， 

于是 2

1na a n n− = − ， 

又因为 1 1a = ，所以 2 1na n n= − + ． 

（Ⅲ）数列{ }na 的m 阶差数列的通项公式为△ m

na m= ！．理由如下： 

当 1m = 时， na n= ， 

其 1 阶差数列的通过项公式 1 1nb n n= + − = ， ( 1)t t  阶差数列各项均为 0． 

当 2m = 时， 2

na n= ， 
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其 1 阶差数列的通过项公式 2 2( 1) 2 1nb n n n= + − = + ， 

2 阶差数列的通项公式为 2nc = ， ( 2)t t  阶差数列各项均为 0． 

假设m k 时， ( ,0 )i

na n i N i k=   的 i 阶差数列为常数 k ， ( )t t i 阶差数列各项均为 0． 

当 1m k= + 时， 1k

na n += 的 1 阶差数列为 

1 1 1 2 1

1 1 1( 1) 1k k k k k

n k k kb n n C n C n C n+ + −

+ + += + − = + + + +  

因为 1k

na n += 的 1k + 阶差数列就是 1 2 1

1 1 1 1k k k

n k k kb C n C n C n−

+ + += + + + + 的 k 阶差数列， 

由假设知
nb 的 k 阶差数列各项均为常数 1

1 ! ( 1)!kC k k+ = + ． 

因为 n na b + 的 1 阶差数列为 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n na b a b a a b b     − − − −+ − + = − + − ， 

所以
n na b+ 的 1 阶差数列为

na 的 1 阶差数列与
nb 的 1 阶差数列的和， 

进而有 n na b+ 的 k 阶差数列为 na 的 k 阶差数列与 nb 的 k 阶差数列的和． 

所以，数列{ }na 的m 阶差数列的通项公式为△ m

na m= ！． 

【点评】本题主要考查数列通项公式的计算，数列中的新定义问题，数学归纳法的应用等知识，属于中等题． 
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