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2023北京五十五中高三 10月月考 

数    学 

本试卷共 4页，满分 150分，考试时长 120分钟 

第Ⅰ卷（选择题） 

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有

一项是符合题目要求的． 

1. 已知集合
 2 3A x x= −  

，
 0B x x= 

，则 A B =（    ） 

A.  2,3−  B.  0,3  C. ( )0, +  D.  )2,− +  

2. 已知 i 是虚数单位，则复数
2 i

1 2i

−
=

+
（    ） 

A. i−  B. i C. 
4 3

i
5 5

− −  D. 
4 3

i
5 5

− +  

3. 下列函数中，既是偶函数且在 ( )0, + 上单调递增的函数是（    ） 

A. 2logy x=  B. 
| |2 1xy = +  C. siny x=  D. 

2y x= −  

4. 

7

3 1
2x

x

 
− 

 
的展开式中常数项是（    ） 

A. 14 B. 14−  C. 42 D. 42−  

5. 已知两条直线m ， n，两个平面 ，  ，下面说法正确的是（      ） 

A. m m n

n

 





⊥ 


  ⊥
 

 B. m m n

n

 








 
 

 

C. m
m

 




⊥ 
 ⊥

 
 D. m

m

 







 
 

6. 在 ABC 中“ BA BC CA CB=  ”是“ ABC 是等腰三角形”的（    ） 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 

C. 充要条件 D. 既不充分又不必要条件 

7. 函数 f(x)＝sinωx(ω＞0)的图象向左平移
3


个单位长度，所得图象经过点

2
( ,0)

3


，则 ω的最小值是

(    ) 

A. 
3

2
 B. 2 C. 1 D. 

1

2
 

8. 基本再生数 R0与世代间隔 T是新冠肺炎的流行病学基本参数.基本再生数指一个感染者传染的平均人
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数，世代间隔指相邻两代间传染所需的平均时间.在新冠肺炎疫情初始阶段，可以用指数模型： ( e) rtI t =

描述累计感染病例数 I(t)随时间 t(单位:天)的变化规律，指数增长率 r与 R0，T近似满足 R0 =1+rT.有学者基

于已有数据估计出 R0=3.28，T=6.据此，在新冠肺炎疫情初始阶段，累计感染病例数增加 1 倍需要的时间约

为(ln2≈0.69) （    ） 

A.1.2 天 B. 1.8 天 

C. 2.5 天 D. 3.5 天 

9. 已知直线 x+y﹣a＝0 与圆 C：（x﹣a）2+（y+a）2＝1 相交于 A，B两点，且△ABC为等腰直角三角形，则

实数 a的取值为（    ） 

A. ﹣1 或
1

2
 B. 1 或﹣1 C. 2 或﹣2 D. 1 

10. 已知数列 na 满足 1 0a  ， 11 4a = ，
2

1

1

2
n n na a a+ = + ，数列 nb 满足 0nb  ， 1 12b a= ，

2

1 1

1

2
n n nb b b+ += + ， *n N ，若存在正整数 ( ),m n m n ，使得 14m nb b+ = ，则（   ） 

A. 10, 12m n= =  B. 9, 11m n= =  

C. 4, 6m n= =  D. 1, 3m n= =  

第Ⅱ卷（非选择题） 

二、填空题：本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11. 函数 ( ) ( )2log 1f x x x= + − 的定义域为__________． 

12. 已知双曲线
2 2

: 1
2 2

x y
C − = ，则双曲线C 的焦距为________． 

13. 已知等差数列 na 的首项为 1，公差不为零，若 2a ， 3a ， 6a 成等比数列，则数列 na 的前 8 项的和

为______. 

14. 在平面直角坐标系 xOy 中，角 与角  均以 Ox 为始边，它们的终边关于 y 轴对称，则满足

cos cos = 的一个角 的值可以是________． 

15. 已知定义在 )1, + 上的函数 ( )
4 8x 12 ,1 x 2

f x 1 x
f , x 2

2 2

 − −  


=   
 

 

及如下的 4 个命题： 

①关于 x 的方程 ( ) ( )n

1
f x 0 n N

2
− =  有 2n 4+ 个不同的零点； 

②对于实数  )x 1,  + ，不等式 ( )xf x 6 恒成立； 

③在 1,6 上，方程 ( )6f x x 0− = 有 5 个零点； 

( )n 1 nx 2 ,2 n N*−   ④ 时，函数 ( )f x 的图象与 x 轴图成的形的面积是 4． 
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则以上命题正确的为______ ( 把正确命题前的序号填在横线上 )  

三、解答题：本大题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

16. 如图所示在四棱锥 E ABCD− 中，四边形 ABCD是直角梯形，
1

1, / /
2

AB AE BC AD BC AD= = = = ，

⊥AE 平面 , 90ABCD BAD = ，N为 DE 的中点. 

 

（1）求证 / /NC 平面 EAB ;                   

（2）求二面角 A CN D− − 的余弦值. 

17. 在 ABC 中， 2 7, 3sin cos 2b B B= − = ，从下面四个条件中选择一个作为已知，使三角形存在且

唯一． 

① 2a b= ；② 2c a= ；③ tan 2 2=A ；④ 2a = ． 

（1）求 sinC 的值 

（2）求 ABC 的面积 

注：如果选择的条件不符合要求，得 0 分；如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分． 

18. 某闯关游戏必须闯过若干关口才能成功，其中第一关是答题，分别设置“文史常识题”“生活常识题”“影

视艺术常识题”这 3 道题目，规定有两种答题方案： 

方案一：答题 3 道，至少有 2 道答对 

方案二：在这 3 道题目中，随机选取 2 道，这 2 道都答对． 

方案一和方案二中只要完成一个，就能通过第一关，假设甲选择方案一、且答对每一道题的概率是
1

3
，乙

选择方案二，且 3 道题中只能答对其中两道题． 

（1）求甲答对题目数量 X的分布列与数学期望； 

（2）设甲和乙中通过第一关的人数为 ，求 的分布列； 

（3）若丙答对这 3 道题中每一道题的概率都是 ( )( )0,1p p ，且这 3 道题是否答对相互之间没有影响，

丙选择方案一通过第一关的概率为 1p ，选择方案二通过第一关的概率为 2p ，直接比较 1p 与 2p 的大小． 

19. 已知椭圆 ( )
2 2

2 2
: 1 0

x y
C a b

a b
+ =   的左、右焦点分别为 1F ， 2F ，且 1 2 4F F = ，且 2a b= . 

（1）求椭圆C 的方程； 
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（2）过点 1F 的直线 l 与椭圆C 交于A ， B 两个不同的点，求证： x轴上存在定点 P ，使得直线PA 与直线

PB 的斜率之和为零. 

20. 已知函数 ( ) lnf x x a x= − ， ( )
1

( 0)
a

g x a
x

+
= −  ． 

（1）若 ( )f x 在点 ( )( )1, 1f 处的切线为 1y = ，求实数a的值； 

（2）设函数 ( ) ( ) ( )h x f x g x= ，求函数 ( )h x 的单调区间与极值； 

（3）若存在  0 1,ex  ，使得 ( ) ( )0 0f x g x 成立，求a的取值范围． 

21. 约数，又称因数.它的定义如下：若整数 a除以整数m ( )0m  除得的商正好是整数而没有余数，我们

就 称 a 为 m 的 倍 数 ， 称 m 为 a 的 约 数.设 正 整 数 a 共 有 k 个 正 约 数 ， 即 为 1 2 1, , , ,k ka a a a−  

( )1 2 ka a a    . 

（1）当 4k = 时，若正整数 a的 k 个正约数构成等比数列，请写出一个 a的值； 

（2）当 4k  时，若 2 1 3 2 1, , , k ka a a a a a −− −  − 构成等比数列，求正整数a； 

（3）记 1 2 2 3 1k kA a a a a a a−= + + + ，求证： 2A a . 
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参考答案 

第Ⅰ卷（选择题） 

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有

一项是符合题目要求的． 

1. 【答案】D 

【分析】利用并集的定义可求得集合 A B . 

【详解】因为集合  2 3A x x= −   ，  0B x x=  ，因此，  )2,A B = − + . 

故选：D. 

2. 【答案】A 

【分析】根据复数的除法运算计算即可. 

【详解】
( )( )

( )( )

2 i 1 2i2 i 5i
i

1 2i 1 2i 1 2i 5

− −− −
= = = −

+ + −
. 

故选：A. 

3. 【答案】B 

【分析】 

偶函数的定义域需关于原点对称，并且满足 ( ) ( )f x f x− = ，再根据解析式的形式直接判断函数的单调性. 

【详解】A. 2logy x= 的定义域是 ( )0, + ，不是偶函数，故 A 不成立； 

B. 2 1
x

y = + 的定义域为 R ，并且满足 ( ) ( )f x f x− = ，函数是偶函数，当 0x  时， 2 1xy = + ，是增函

数，故 B 成立； 

C. siny x= 是奇函数，故 C 不成立； 

D.
2y x= − 是偶函数，但是开口向下的抛物线，在 ( )0, + 是减函数，故 D 不成立. 

故选：B 

4. 【答案】A 

【分析】 

利用二项式展开式的通项公式，即可容易求得结果. 

【详解】展开式的通项为 ( ) ( )
7

217
3 7 2

1 7 7

1
C 2 C 2 1

r
rr rr r r

rT x x
x

−−
−

+

 
= − = − 

 
， 

由
7

21 0
2

r− = ，得 6r = ，那么展开式中常数项是 ( )
66 7 6

7C 2 1 14− − = . 

故选：A. 

【点睛】本题考查由二项式定理的通项公式求指定项，属基础题. 

5. 【答案】D 

【分析】画图逐项分析，然后根据面面平行、垂直的性质进行判断便可得答案. 
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【详解】解：选项 A、C：如图所示 

 

m

n

 





⊥ 


 
 

不能推出m n⊥ ，故 A 错误； 

m

 



⊥ 


 
不能推出m ⊥ ，故 C 错误； 

选项 B、D：如图所示 

 

m

n

 








 
 

不能推出m n∥ ，故 B 错误； 

m
m

 







 
，故 D 正确； 

故选：D 

6. 【答案】A 

【分析】根据向量的四则运算法则，结合三角形的性质求解即可. 

【详解】因为 BA BC CA CB=  ， 

设D 为 BC 的中点， 
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所以 ( ) 2 0BA BC CA CB BC B A ADA C BC− = + = = −  , 

所以 ,AB DC ⊥  

即 BC AD⊥ ， 

因为D 为 BC 的中点，所以 AB AC= ， ABC 是等腰三角形； 

但 ABC 是等腰三角形不一定得到 AB AC= ，也可能是 BC AC= 或者 AB BC= , 

故选：A. 

7. 【答案】C 

【分析】根据三角函数图像平移求出解析式，再根据图像经过
2

( ,0)
3


求得 ω的值即可. 

【详解】依题意得，函数 sin ( 0)
3 3

f x x
 

 
    

+ = +     
    

的图象过点
2

,0
3

 
 
 

， 

于是有
2 2

sin sin 0( 0)
3 3 3 3

f
   

  
    

+ = + = =     
    

， 

∴ *,k k = N ，即 *,k k = N ， 

因此正数的最小值是 1. 

故选：C. 

8. 【答案】B 

【分析】根据题意可得 ( ) 0.38rt tI t e e= = ，设在新冠肺炎疫情初始阶段，累计感染病例数增加 1 倍需要的

时间为 1t 天，根据 10.38( ) 0.382
t t te e
+

= ，解得 1t 即可得结果. 

【详解】因为 0 3.28R = ， 6T = ， 0 1R rT= + ，所以
3.28 1

0.38
6

r
−

= = ，所以 ( ) 0.38rt tI t e e= = ， 

设在新冠肺炎疫情初始阶段，累计感染病例数增加 1 倍需要的时间为 1t 天， 

则 10.38( ) 0.382
t t te e
+

= ，所以 10.38
2

t
e = ，所以 10.38 ln 2t = ， 

所以 1

ln 2 0.69
1.8

0.38 0.38
t =   天 

故选：B. 
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【点睛】本题考查了指数型函数模型的应用，考查了指数式化对数式，属于基础题. 

9. 【答案】B 

【分析】由题意可知 ABC 是等腰直角三角形，可得圆心 ( ),C a a− 到直线 0x y a+ − = 的距离等于

sin 45，再利用点到直线的距离公式求得 a的值. 

【详解】 ABC 是等腰直角三角形， 1, 90CA CB ACB= =  = ， 

斜边 AB 上的高为 sin 45， 

圆心 ( ),C a a− 到直线 0x y a+ − = 的距离等于
2

sin 45
2

=° ， 

2

22

a a a− −
 = ， 

解得 1a =  . 

故选： B . 

【点睛】本题主要考查直线和圆的位置关系，直角三角形中的边角关系，点到直线的距离公式的应用，属

于基础题. 

10. 【答案】D 

【分析】 

根据递推公式，由题中条件，先判断 1 1 0n na a a+    ， 1 2 0nb b b   ，再计算出

2 11 4b a= = ， 3 10 2b a= = ， 1 12 12b a= = ，即可得出结果. 

【详解】因为 1 0a  ，
2

1

1

2
n n na a a+ = + ，

2

1 1

1

2
n n nb b b+ += + ， 0nb  ， 

则有 1 1 0n na a a+    ， 1 2 0nb b b   ， 

且函数
21

2
y x x= + 在 ( )0, + 上单调递增， 1 12b a= ， 

故有
2 2

1 12 2 2 11 11

1 1

2 2
b a b b a a= = + = + ，得 2 11 4b a= = ， 

所以
2

2 3 3

1
4

2
b b b= + = ， 1

2

11 10 0

1
4

2
a a a= + = ，解得 3 10 2b a= = ， 

同理有 4 9 13, , m mb a b a −=  = ， 

又因为
2

12 11 11

1
12

2
a a a= + = ，所以 1 12b = ， 

故 10 1214m nb b a a+ = = + ， 

所以 1, 3m n= = . 

故选：D. 

【点睛】本题主要考查数列递推公式的应用，属于常考题型. 
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第Ⅱ卷（非选择题） 

二、填空题：本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11. 【答案】 )0,1  

【分析】根据函数成立的条件列不等式组,求解即可得定义域. 

【详解】解:要使函数有意义,则
0

1 0

x

x



− 

 , 

即0 1x  .则定义域为:  )0,1 . 

故答案为:  )0,1  

【点睛】本题主要考查定义域的求解,要熟练掌握张建函数成立的条件. 

12. 【答案】4 

【分析】根据双曲线的标准方程求出 a，b ， c即可得解. 

【详解】由双曲线方程
2 2

1
2 2

x y
− = ，可得 2 2a = ， 2 2b = ， 

2 2 2 4c a b = + = ， 2c = ，故焦距为 4. 

故答案为：4. 

13. 【答案】 48− . 

【分析】设等差数列的公差为 d，运用等比数列的中项性质和等差数列的通项公式，解方程可得公差 d，再

由等差数列的求和公式，计算可得所求和． 

【详解】等差数列 na 的首项为 1，公差 d不为零，若 2a ， 3a ， 6a 成等比数列， 

可得
2

2 6 3a a a= ，即
2(1 )(1 5 ) (1 2 )d d d+ + = + ， 

解得 2d = − （0 舍去）， 

数列 na 的前 8 项的和为 1

8 7
8 8 56 48

2
a d


+ = − = − ． 

故答案为： 48− ． 

【点睛】本题考查等差数列的通项公式和求和公式，等比数列的中项性质，考查方程思想和运算能力，属

于基础题． 

14. 【答案】
2π

3
（答案不唯一） 

【分析】根据任意角三角函数分析判断. 

【详解】例如
2π π

,
3 3

  ，可知角 与角  的终边关于 y轴对称， 

且
1 1

cos ,cos
2 2

 = − = ，满足 cos cos = . 
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故答案为：
2π

3
（答案不唯一）. 

15. 【答案】②③  

【分析】根据题意，对选项中的每一个问题进行分析与思考，结合函数 f（x）的解析式进行解答，即可得

出正确的选项． 

【详解】当
3

1 x
2

  时， ( )f x 8x 8= − ；
3

x 2
2
  时， ( )f x 16 8x= − ； 

设 2 x 3  ，则
x 3

1
2 2

  ， ( )
1 x

f x f 2x 4
2 2

 
= = − 

 
； 

3 x 4  ，则
3 x

2
2 2
  ， ( )

1 x
f x f 8 2x

2 2

 
= = − 

 
； 

4 x 6  ，则
x

2 3
2

  ， ( )
1 x x

f x f 2
2 2 2

 
= = − 

 
； 

6 x 8  ，则
x

3 4
2

  ， ( )
1 x x

f x f 4
2 2 2

 
= = − 

 
． 

画出草图，  

当 n 1= 时， ( )
1

f x 0
2

− = 在 1,8 上有 6 个不相等的实根， 8,16 上只有一个实根，以后再没有了，共有

7 个不相等的实根，故①错； 

函数 ( )f x 的最高点都在曲线
6

y (x 0)
x

=  上，对于实数  )x 1,  + ，不等式 ( )xf x 6 恒成立，故②正

确； 

在 1,6 上，方程 ( )6f x x 0− = 即 ( )
x

f x
6

= ， 

由函数 ( )f x 及 y=
x

6
的图像，可得方程 ( )6f x x 0− = 有 5个解，故③正确； 

函数 ( )f x 的最高点为以 4 为首项，公比为
1

2
的等比数列． 
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故当 ( )n 1 nx 2 ,2 n N*−    时，函数 ( )f x 的最高点为 3 n2 − ， 

与 x 轴围成的面积为
3 n n 11

2 2 2.
2

− −  = 故④错； 

故答案为②③． 

【点睛】本题考查分段函数的图像及运用，考查函数的表达式和值域，等比数列的通项及运用，考查数形

结合的能力，判断能力，属于中档题． 

三、解答题：本大题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

16. 【答案】（1）证明见解析；（2）
2

3
−  

【分析】（1）如图所示：M 为 AE 中点，连接MN ，MB，证明四边形 BCNM 为平行四边形得到答案. 

（2）如图所示：以 , ,AB AD AE 为 , ,x y z 轴建立空间直角坐标系，计算平面 ACN 和平面 DCN 的法向

量，根据向量夹角公式计算得到答案. 

【详解】（1）如图所示：M 为 AE 中点，连接MN ，MB，则
1

//
2

MN AD ，
1//
2

BC AD ，故

//MN BC ， 

故四边形 BCNM 为平行四边形，故 //NC BM ， BM  平面 EAB，故 NC // 平面 EAB . 

 

（2）如图所示：以 , ,AB AD AE 为 , ,x y z 轴建立空间直角坐标系， 

则 ( )0,0,0A ， ( )1,1,0C ，
1

0,1,
2

N
 
 
 

， ( )0,2,0D ， 

设平面 ACN 的一个法向量为 ( )1 , ,n x y z= ，则
1

1

0

1
0

2

n AC x y

n AN y z

  = + =



 = + =


， 

取 1x = 得到 1y = − ， 2z = ，则 ( )1 1, 1,2n = − ； 

设平面 DCN 的一个法向量为 ( )2 , ,n a b c= ，则
2

2

0

1
0

2

n DC a b

n DN b c

  = − =



 = − + =


， 

取 1a = 得到 1b = ， 2c = ，则 ( )2 1,1,2n = . 
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则
1 2

1 2

1 2

4 2
cos ,

36 6

n n
n n

n n


= = =


， 

观察知，二面角 A CN D− − 对应的平面角为钝角，故余弦值为
2

3
− . 

 

【点睛】本题考查了线面平行，二面角，意在考查学生的计算能力和空间想象能力. 

17. 【答案】（1）
21

7
     

（2）2 3  

【分析】（1）选①，由 2a b= ，即 A B ，又 3 sin cos 2B B− = 可得
2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛

盾，不合题意；选②，由 3 sin cos 2B B− = 可得
2π

3
B = ，又 2c a= ，由余弦定理可得a，c，由正弦

定理可得 sin C 选③，由 tan 2 2A = 可得
π

3
A  ，又

2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛盾，不合题意；选

④，由 2a = 结合余弦定理可求得 c，再由正弦定理得解. 

（2）选①，由 2a b= ，即 A B ，又 3 sin cos 2B B− = 可得
2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛盾，不合

题意；选②，由 3 sin cos 2B B− = 可得
2π

3
B = ，又 2c a= ，由余弦定理可得a，c，由三角形面积公

式得解；选③，由 tan 2 2A = 可得
π

3
A  ，又

2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛盾，不合题意；选④，由

2a = 结合余弦定理可求得 c，再由正弦定理得解. 

【小问 1 详解】 

选①，由 2a b= ，即 A B ，又 3 sin cos 2B B− = ， 

即
3 1

sin cos 1
2 2

B B− = ，
π

sin 1
6

B
 

 − = 
 

，又0 πB  ， 


2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛盾，不合题意； 
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选②，由 3 sin cos 2B B− = 可得
2π

3
B = ，又 2c a= ， 2 7b = ， 

由余弦定理 2 2 2 2 cosa c b ac B=+ − ，即 ( )
2

2 2 1
4 2 7 2 2

2
a a a a

 
+ − =   − 

 
，解得 2a = ， 4c = ， 

由正弦定理得

3
4

sin 212sin
72 7

c B
C

b



= = =
； 

选③，由 tan 2 2A = 可得
π

3
A  ，又

2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛盾，不合题意； 

选④，由 2a = ，由余弦定理得 2 2 2 2 cosa c b ac B=+ −  

即 ( )
2

2 1
4 2 7 2 2

2
c c

 
+ − =    − 

 
，解得 4c = 或 6− （舍）， 

由正弦定理得

3
4

sin 212sin
72 7

c B
C

b



= = =
； 

再由正弦定理得解. 

【小问 2 详解】 

选①，由 2a b= ，即 A B ，又 3 sin cos 2B B− = 即
3 1

sin cos 1
2 2

B B− = ，
π

sin 1
6

B
 

 − = 
 

， 

又0 πB  ，
2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛盾，不合题意； 

选②，由 3 sin cos 2B B− = 可得
2π

3
B = ，又 2c a= ， 2 7b = ， 

由余弦定理 2 2 2 2 cosa c b ac B=+ − ， 

即 ( )
2

2 2 1
4 2 7 2 2

2
a a a a

 
+ − =   − 

 
，解得 2a = ， 4c = ，

1 1 3
sin 2 4 2 3

2 2 2
ABCS ac B = =    = ； 

选③，由 tan 2 2A = 可得
π

3
A  ，又

2π

3
B = ，这与 πA B C+ + = 矛盾，不合题意； 

选④，由 2a = ，由余弦定理得 2 2 2 2 cosa c b ac B=+ − 即 ( )
2

2 1
4 2 7 2 2

2
c c

 
+ − =    − 

 
， 

解得 4c = 或 6− （舍），
1 1 3

sin 2 4 2 3
2 2 2

ABCS ac B = =    = . 

18. 【答案】（1）分布列见解析， ( ) 1E X =      
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（2）分布列见解析， ( )
7

27
E  =      

（3） 1 2p p  

【分析】（1）写出随机变量 X 的所有取值，求出对应概率，即可得分布列，再根据期望公式求期望即可； 

（2）先分别求出两人过关的概率，写出随机变量 的所有取值，求出对应概率，即可得分布列，再根据

期望公式求期望即可； 

（3）先分别求出 1 2,p p ，再作差即可得解. 

【小问 1 详解】 

由题意， X 可取0,1, 2,3，  

则 ( )
3

0

3

2 8
0 C

3 27
P X

 
= =  = 

 
， ( )

2

1

3

1 2 4
1 C

3 3 9
P X

 
= =   = 

 
， 

( )
2

2

3

1 2 2
2 C

3 3 9
P X

 
= =   = 

 
， ( )

3

3

3

1 1
3 C

3 27
P X

 
= =  = 

 
， 

所以分布列如下： 

X  0  1  2  3  

P  
8

27
 

4

9
 

2

9
 

1

27
 

所以 ( )
8 4 2 1

0 1 2 3 1
27 9 9 27

E X =  +  +  +  = ； 

【小问 2 详解】 

甲通过的概率

2 3

2 3

3 3

1 2 1 7
C C

3 3 3 27
P

   
=   +  =   

   
甲

， 

乙通过的概率

2

2

2

3

C 1

C 3
P = =乙 ， 

 可取0,1, 2， 

则 ( )
7 1 40

0 1 1
27 3 81

P 
   

= = −  − =   
   

， 

( )
7 1 7 1 34

1 1 1
27 3 27 3 81

P 
   

= =  − + −  =   
   

， 

( )
7 1 7

2
27 3 81

P  = =  = ， 

所以分布列如下： 

  0  1  2  
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P  
40

81
 

34

81
 

7

81
 

所以 ( )
40 34 7 16

0 1 2
81 81 81 27

E  =  +  +  = ； 

【小问 3 详解】 

( )2 2 3 3 2 3

1 3 3C 1 C 3 2p p p p p p=  − +  = − ，
2

2p p= ， 

则 ( )2 3 2

1 2 2 2 2 1p p p p p p− = − = − ， 

因为 ( )0,1p ，所以 ( )2

1 2 2 1 0p p p p− = −  ， 

所以 1 2p p . 

19. 【答案】（1）
2 2

1
8 4

x y
+ = ；     

（2）证明见解析. 

【分析】（1）利用待定系数法求出椭圆C 的方程；（2）对直线 l 的斜率是否存在，进行分类讨论：当直线 l

的斜率存在时，设直线 l ： ( )2y k x= + .设 x轴上存在定点 ( ),0P t ，利用“设而不求法”表示出

0PA PBk k+ = ，求出 ( )4,0P − ；再由对称性判断出直线 l 的斜率不存在时符合题意. 

【小问 1 详解】 

由题意可得：
2 2 2

2 4

2

c

a b c

a b

 =


= +


=

，解得：
2

2

8

2

c

a

b

=


=
 =

，所以椭圆C 的方程为
2 2

1
8 4

x y
+ = . 

【小问 2 详解】 

设 ( ) ( )1 1 2 2, , ,A x y B x y . 

当直线 l 的斜率存在时，设为 k ，则直线 l ： ( )2y k x= + . 

联立

( )

2 2

1
8 4

2

x y

y k x


+ =


 = +

，消去 y 可得： ( )2 2 2 21 2 8 8 8 0k x k x k+ + + − = . 

所以
2 2

1 2 1 22 2

8 8 8
,

1 2 1 2

k k
x x x x

k k

−
+ = − =

+ +
. 

设 x轴上存在定点 ( ),0P t ，则
1

1

0
PA

y
k

x t

−
=

−
，

2

2

0
PB

y
k

x t

−
=

−
. 

因为
1 2

1 2

0 0
0PA PB

y y
k k

x t x t

− −
+ = + =

− −
，所以

( ) ( )

( )( )
1 2 2 1

1 2

0PA PB

y x t y x t
k k

x t x t

 − + −
+ = =

− −
， 

所以 ( ) ( )1 2 2 1 0y x t y x t − + − = ，即 ( ) ( ) ( )( )1 2 2 12 2 0k x x t k x x t+  − + + − = ， 
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整理得： ( )( )1 2 1 22 2 4 0x x t x x t+ − + − = ， 

所以 ( )
2 2

2 2

8 8 8
2 2 4 0

1 2 1 2

k k
t t

k k

 −
 + − − − = 

+ + 
， 

所以 2 2 2 216 16 16 8 4 8 0k k tk t tk− − + − − = ，解得： 4t = − . 

即 ( )4,0P − . 

当直线 l 的斜率不存在时，由对称性可知：A ， B 关于 x轴对称，由 ( )4,0P − ，可知直线PA 与直线 PB 关

于 x轴对称，所以直线 PA 与直线 PB 的斜率之和为零.符合题意. 

综上所述： x轴上存在定点 ( )4,0P − ，使得直线 PA 与直线 PB 的斜率之和为零. 

20. 【答案】（1） 1a =  

    （2）答案见详解     

（3）

2e 1
,

e 1

 +
+ 

− 
 

【分析】（1）求出 ( )f x 的导数 ( )f x ，根据 ( )f x 在点 ( )( )1, 1f 处的切线为 1y = ，得 ( )1 0f  = 得解； 

（2）求出 ( )h x ，判断 ( )h x 的正负，得解； 

（3）令 ( ) ( ) ( )x f x g x = − ，把题干中的问题转化为在  1,ex 上有 ( )
min

0x  ，再利用导数研究

( )x 的单调性，对 a进行分类讨论，求出不同范围下的 ( )
min

x ，得解. 

【小问 1 详解】 

( ) lnf x x a x= − ， 

( ) 1
a

f x
x

 = − ，又 ( )f x 在点 ( )( )1, 1f 处的切线为 1y = ，得 ( )1 0f  = ， 

即1 0a− = ，解得 1a = . 

【小问 2 详解】 

( ) ( ) ( )
( )1 ln

1
a a x

h x f x g x a
x

+
= = − − + ， 

( ) ( ) 2

1 ln
1

x
h x a a

x

−
 = + ， 0a  ， 

令 ( ) 0h x  ，解得 ( )0,ex ，令 ( ) 0h x  ，解得 ( )e,x + ， 

( )0,ex  ， ( )h x 单调递增， ( )e,x + ， ( )h x 单调递减， 

( )h x 在 ex = 处取得极大值，极大值为 ( )
( )1

e 1
e

a a
h a

+
= − − + ，无极小值. 

【小问 3 详解】 



 

第17页/共19页 
 

令 ( ) ( ) ( )x f x g x = − ，  0 1,ex  ，使得 ( ) ( )0 0f x g x ， 

等价于在  1,ex 上， ( )
min

0x  ， 

( )
( )( )

2 2

1 11
1

x x aa a
x

x x x


+ − −+
 = − − = ， 0x  ， 

0a  ， 1 1a +  ， 

令 ( ) 0x  ， ( )1 ,x a + + ，令 ( ) 0x  ， ( )0,1x a + ， 

即 ( )x 在 ( )0,1 a+ 上单调递减，在 ( )1 ,a + + 上单调递增， 

当1 ea+  即 e 1a  − 时， ( )x 在 1,e 上单调递减， 

( ) ( )
min

1
e e

e

a
x a 

+
 = = − + ，则

1
e 0

e

a
a

+
− +  ，解得

2e 1

e 1
a

+


−
， 

2e 1
e 1

e 1

+
 −

−
，

2e 1

e 1
a

+
 

−
， 

当1 ea+  即0 e 1a  − 时， ( )x 在 1,1 a+ 上单调递减，在 ( )1 ,ea+ 上单调递增， 

( ) ( ) ( )
min

1 2 ln 1x a a a a  = + = + − + ，因为 ( )0 ln 1 1a +  ，所以 ( )0 ln 1a a a +  ， 

则 ( )2 2 2 ln 1a a a a +  + − + ，即 ( )1 2a +  ，不合题意， 

综上， a的取值范围为
2e 1

,
e 1

 +
+ 

− 
. 

21. 【答案】（1）8.    （2）
1

2

ka a −= ( )4k≥ .     

（3）证明见解析. 

【分析】（1）根据题意即可写出 a的一个值； 

（2）由题意可知 1 1a = ， ka a= ， 1

2

k

a
a

a
− = ， 2

3

k

a
a

a
− = ，结合 2 1 3 2 1, , , k ka a a a a a −− −  − 构成等比数列，

可 推 出 3a 是 完 全 平 方 数 ， 继 而 可 得
2

3 2a a= ， 由 此 可 知 2 1 3 2 1, , , k ka a a a a a −− −  − 为

2 1 2

2 2 2 2 21, , , k ka a a a a− −− −  − ，即可求得 a； 

（3） 由 题 意 知 1 2 1 1, , , ,k k i k ia a a a a a a a a− + −= =  =  ， ( )1 i k  ， 从 而 可 得

2 2 2

1 2 1 1 2k k k k

a a a
A

a a a a a a− − −

= + + + ，采用放缩法以及裂项求和的方法，即可证明结论. 

【小问 1 详解】 

当 4k = 时正整数 a的 4 个正约数构成等比数列， 

比如1, 2, 4,8为 8 的所有正约数,即 8a = . 

【小问 2 详解】 
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由题意可知 1 1a = ， ka a= ， 1

2

k

a
a

a
− = ， 2

3

k

a
a

a
− = ， 

因为 4k  ，依题意可知
3 2 1

2 1 1 2

k k

k k

a a a a

a a a a

−

− −

− −
=

− −
，所以

3 2 2

2 1

2 3

a
a

a a a

a aa a

a a

−
−

=
−

−

， 

化简可得 ( ) ( )
2 2

3 2 2 31a a a a− = − ，所以

2

3 2
3

2 1

a a
a

a a

 −
=  

− 
， 

因为
*

3 Na  ，所以
*3 2

2 1

N
a a

a a

−


−
， 

因此可知 3a 是完全平方数. 

由于 2a 是整数 a的最小非 1 因子， 3a 是 a的因子，且 3 2a a ，所以
2

3 2a a= ， 

所以 2 1 3 2 1, , , k ka a a a a a −− −  − 为
2 1 2

2 2 2 2 21, , , k ka a a a a− −− −  − ， 

所以
1

2

ka a −= , ( )4k≥ . 

【小问 3 详解】 

证明：由题意知 1 2 1 1, , , ,k k i k ia a a a a a a a a− + −= =  = ， ( )1 i k  ， 

所以

2 2 2

1 2 1 1 2k k k k

a a a
A

a a a a a a− − −

= + + + ， 

因为
12 1

1 2 1 2 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1 1
, , k k

k k k k k k

a aa a

a a a a a a a a a a a a

−

− − −

−−
 = −   = − ， 

所以

2 2 2
2

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

1 1 1

k k k k k k k k

a a a
A a

a a a a a a a a a a a a− − − − − −

 
= + + + = + + + 

 
 

2 2

1 2 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

k k k

a a
a a a a a a a a−

   
 − + − + + − = −   

   
， 

因为 1 1a = ， ka a= ，所以
1

1 1
1

ka a
−  ， 

所以
2 2

1

1 1

k

A a a
a a

 
 −  

 
， 

即 2A a . 

【点睛】关键点点睛：在第二问的解答中，在得到

2

3 2
3

2 1

a a
a

a a

 −
=  

− 
后，要能根据

*

3 Na  ，推得

*3 2

2 1

N
a a

a a

−


−
，继而得出

2

3 2a a= ，这是解决问题的关键.第三问的证明中，难点在于要能注意到
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1 2 1 1, , , ,k k i k ia a a a a a a a a− + −= =  = ， ( )1 i k  ，从而可得

2 2 2

1 2 1 1 2k k k k

a a a
A

a a a a a a− − −

= + + + ，然后

采用裂项求和的方法进行化简进而证明结论. 
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