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2020 北京朝阳高三（上）期末 

                  数    学                       2020.1 

（考试时间 120分钟 满分 150分） 

本试卷分为选择题（共 40分）和非选择题（共 110分）两部分 

考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效，将本试卷和答题卡一并交回. 

第一部分（选择题 共 40分） 

一、 选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

（1）在复平面内，负数𝑖（2 + 𝑖）对应的点的坐标为 

（A）（1,2）  （B）（2,1）  （C）（-1,2）  （D）（2，-1） 

（2）已知𝑎 = 3−2，𝑏 = 𝑙𝑜𝑔0.52，𝑐 = 𝑙𝑜𝑔23,则 

（A）𝑎 > 𝑏 > 𝑐  （B）𝑎 > 𝑐 > 𝑏 （C）𝑏 > 𝑐 > 𝑎 （D）𝑐 > 𝑎 > 𝑏 

（3）已知双曲线
𝑥2

𝑎2 −
𝑦2

𝑏2 = 1（𝑎 > 0，𝑏 > 0）的离心率为 2，则其渐近线方程为 

（A）𝑦 = ±√2𝑥  （B）𝑦 = ±√3𝑥 （C）𝑦 = ±
√2

2
𝑥 （D）𝑦 = ±

√3

2
𝑥 

（4）在△ 𝐴𝐵𝐶中，若𝑏 = 3，𝑐 = √6，𝐶 =
𝜋

4
，则角𝐵的大小为 

（A）
𝜋

6
   （B）

𝜋

3
   （C） 

2𝜋

3
  （D）

𝜋

3
 或

2𝜋

3
  

（5）从 3名教师和 5名学生中，选出 4人参加“我和我的祖国”快闪活动.要求至少有一名教师人选，且人选教

师人数不多于入选学生人数，则不同的选派方案的种数是 

（A）20   （B）40  （C） 60  （D）120 

（6）已知函数𝑓（𝑥） = 𝑒|𝑥| − 𝑒−|𝑥|，则𝑓（𝑥） 

（A）是奇函数，且在（0，+ ∞）上单调递增 

（B）是奇函数，且在（0，+ ∞）上单调递减 

（C）是偶函数，且在（0，+ ∞）上单调递增 

（D）是偶函数，且在（0，+ ∞）上单调递减 

（7）某三棱锥的三视图如图所示，已知网格纸上小正方形的边长为 1，则该几何体的

体积为 

（A）
2

3
 

（B）
4

3
 

（C）2 

（D）4 

（8）设函数𝑓（𝑥） = 𝑥2 − 3𝑥 + 𝑎（𝑎 ∈ 𝑅），则“𝑎 > 2”是“𝑓（𝑥）有且只有一个零点”的 
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（A）充分而不必要条件  （B）必要而不充分条件 

（C）充分必要条件   （D）既不充分也不必要条件 

（9）已知正方形𝐴𝐵𝐶𝐷的边长为 2，以𝐵为圆心的圆与直线𝐴𝐶相切.若点𝑃是圆𝐵上的动点，则𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗的最大值是 

（A）2√2   （B）4√2  （C）4   （D）8 

（10）笛卡尔、牛顿都研究过方程（x-1）（x-2）（x-3）=xy，关于这个方程的曲线有下列说法： 

①该曲线关于 y轴对称； 

②该曲线关于原点对称； 

③该曲线不经过第三象限； 

④该曲线上有且只有三个点的横、纵坐标都是整数. 

（A）②③   （B）①④  （C）③  （D）③④ 

第二部分（非选择题 共 110分） 

二、填空题共 6 小题，每小题 4分，共 24分。 

（11）（2𝑥 +
1

𝑥
）

4
的展开式中的常数项为  . 

（12）已知等差数列{𝑎𝑛}的公差为 2，若𝑎1，𝑎3，𝑎4成等比数列，则𝑎2=  ；数列{𝑎𝑛}的前𝑛项和的最

小值为  . 

（13）若顶点在原点的抛物线经过四个点（1,1），（2，
1

2
），（2,1），（4,2）中的 2个点，则该抛物线的标准

方程可以是      . 

（14）春天即将来临，某学校开展以“拥抱春天，播种绿色”为主题的植物种植体验活动.已知某种盆栽植物每株

成活的概率为𝑃，各株是否成活相互独立.该学校的某班随机领养了此种盆栽植物 10株，设𝑋为其中成活的

株数，若𝑋的方差𝐷𝑋 =2.1，𝑃（𝑋 = 3）< 𝑃(𝑋 = 7),则𝑃 =   . 

（15）已知函数𝑓（𝑥）的定义域为𝑅，且𝑓（𝑥 + 𝜋）=2𝑓（𝑥），当𝑥 ∈[0，π）时，𝑓（𝑥） = 𝑠𝑖𝑛𝑥.若存在

𝑥0 ∈(−∞，𝑚]，使得𝑓（𝑥0）≥4√3,则 m的取值范围为   . 

（16）某学校数学建模小组为了研究双层玻璃窗户中每层玻璃厚度𝑑（每层玻璃的厚度相同）及两层玻璃间夹空气

层厚度𝑙对保温效果的影响，利用热传导概率得到热传导量𝑞满足关系式：𝑞 = 𝜆1
|△𝑇|

𝑑（
𝜆1𝑙

𝜆2𝑑
+2）

，其中玻璃的热传

导系数𝜆1=4 × 10−3焦耳/（厘米∙度），不流通、干燥空气的热传导系数𝜆2=2.5 × 10−4焦耳/（厘米∙度），

∆𝑇为室内外温度差.𝑞值越小，保温效果越好.现有 4种型号的双层玻璃窗户，具体数据如下表： 

型号 每层玻璃厚度𝑑（单位：厘米） 玻璃间夹空气层厚度𝑙(单位：厘米) 

A型 0.5 3 

B型 0.5 4 

C型 0.6 2 

D型 0.6 3 

则保温效果最好的双层玻璃的型号是    . 
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三、解答题共 6 小题，共 86分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（17）（本小题 15分） 

已知函数𝑓（𝑥） = √3𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠2𝑥+𝑚（𝑚 ∈ 𝑅）. 

（I）求𝑓（𝑥）的最小正周期； 

（II）求𝑓（𝑥）的单调递增区间； 

（III）对于任意𝑥 ∈[0，
𝜋

2
]都有𝑓（𝑥） < 0恒成立，求𝑚的取值范围. 

（18）（本小题 14分） 

某学校组织了垃圾分类知识竞赛活动，设置了四个箱子，分别写有“厨余垃圾”、“有害垃圾”、“可回

收物”、“其他垃圾”；另有卡片若干张，每张卡片上写有一种垃圾的名称.每位参赛选手从所有卡片中随

机抽取 20张，按照自己的判断，将每张卡片放入对应的箱子中.按规则，每正确投放一张卡片得 5分，投

放错误得 0分.比如将写有“废电池”的卡片放入写有“有害垃圾”的箱子，得 5 分，放入其它箱子，得 0

分.从所有参赛选手中随机抽取 20人，将他们的得分分别按照[0,20]，（20,40]，（40,60]，（60,80]，

（80,100]分组，绘成频率分布直方图如下： 

 

（I）分别求出所抽取的 20人中得分落在组[0,20]和（20,40]内的人数； 

（II）从所抽取的 20人中得分落在组[0,40]的选手中随机选取 3名选手，以𝑋表示这 3个名选手中得分不超

过 20分的人数，求𝑋的分布列和数学期望； 

（III）如果某选手将抽到的 20张卡片逐一随机放入四个箱子，能否认为该选手不会得到 100分？请说明理

由. 

（19）（本小题 15分） 

如图，在四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷中，底面𝐴𝐵𝐶𝐷是边长 

为 2 的菱形，∠𝐴𝐵𝐶 =
𝜋

3
，𝑃𝐴 ⊥平面 ABCD，𝑃𝐴 = 3， 

𝑃𝐹 = 2𝐹𝐴,E为𝐶𝐷的中点. 

（I）求证：𝐵𝐷 ⊥ 𝑃𝐶； 

（II）求异面直线𝐴𝐵与𝐷𝐹所成角的余弦值； 

（III）判断直线𝐸𝐹与平面𝑃𝐵𝐶的位置关系，请说明理由. 
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（20）（本小题 15分） 

已知椭圆𝐶：
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1（𝑎 > 𝑏 > 0）过点𝑃（-1，
3

2
），且椭圆𝐶的一个顶点 D的坐标为（-2,0）.过椭圆𝐶

的右焦点𝐹的直线𝑙与椭圆𝐶交于不同的两点𝐴，𝐵（𝐴，𝐵不同于点𝐷），直线𝐷𝐴与直线𝑚：𝑥 = 4交于点𝑀.

连接𝑀𝐹，过点𝐹作𝑀𝐹的垂线与直线𝑚交于点𝑁. 

（I）求椭圆𝐶的方程，并求点𝐹的坐标； 

（II）求证：𝐷，𝐵，𝑁三点共线. 

 

 

 

（21）（本小题 14分） 

已知函数𝑓（𝑥） = （𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑎）𝑙𝑛𝑥,𝑎 ∈ 𝑅. 

（I）若𝑎 = 0， 

（i）求曲线𝑦 = 𝑓（𝑥）在点（
𝜋

2
，𝑓（

𝜋

2
））处的切线方程； 

（ii）求函数𝑦 = 𝑓（𝑥）在区间（1，𝜋）内的极大值的个数. 

（II）若𝑓（𝑥）在（
𝜋

2
，𝜋）内单调递减，求实数𝑎的取值范围. 

 

 

 

（22）（本小题 3分） 

设𝑚为正整数，各项均为正整数的数列{𝑎𝑛}定义如下：𝑎1 = 1，𝑎𝑛+1 = {

𝑎𝑛

2
，𝑎𝑛为偶数，

𝑎𝑛 + 𝑚, 𝑎𝑛为奇数.
 

（I）若𝑚 = 5，写出𝑎8，𝑎9，𝑎10； 

（II）求证：数列{𝑎𝑛}单调递增的充要条件𝑚为偶数； 

（III）若𝑚为奇数，是否存在𝑛 > 1满足𝑎𝑛 = 1？请说明理由. 
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2020 北京朝阳高三（上）期末数学 

参考答案 

第一部分（选择题 共 40分） 

 一、选择题（共 10小题，每小题 4分，共 40分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项） 

（1）C （2） D （3） B （4）D  （5）C 

（6）C （7） A （8） A （9）D  （10）C 

第二部分（非选择题 共 110分） 

二、填空题（共 6小题，每小题 4 分，共 24分） 

（11） 24  （12） -6；-20  （13）𝑥2 = 8𝑦或𝑦2 = 𝑥 

（14） 0.7  （15） [
10𝜋

3
，+ ∞）  （16）B 

三、解答题（共 6小题，共 86分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程 ） 

（17）（本小题 15分） 

解：（I）因为𝑓（𝑥） = √3𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑚 

                                                           = √3𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑚 + 1 

                                                           =2sin（2𝑥 +
𝜋

6
）+𝑚 + 1 

所以函数𝑓（𝑥）的最小正周期𝑇 =
2𝜋

2
=𝜋  ························································5分                                                                      

（II）由（I）知𝑓（𝑥）=2𝑠𝑖𝑛（2𝑥 +
𝜋

6
）+𝑚 + 1. 

又函数𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥的单调递增区间为[2𝑘𝜋 −
𝜋

2
，2kπ +

𝜋

2
，]（𝑘 ∈ 𝑍）， 

由−
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ≤

𝜋

6
+  𝑘𝜋 ≤

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋，𝑘 ∈ 𝑍， 

得−
𝜋

3
+ 𝑘𝜋 ≤ 𝑥 ≤

𝜋

6
+  𝑘𝜋，𝑘 ∈ 𝑍， 

所以𝑓（𝑥）的单调递增区间为[−
𝜋

3
+ 𝑘𝜋，

𝜋

6
+  𝑘𝜋] （𝑘 ∈ 𝑍）···············································10分 

（III）因为 0≤x≤
𝜋

2
，所以

𝜋

6
≤ 2x≤

7𝜋

6
. 

所以−
1

2
≤ sin （2𝑥 +

𝜋

6
) ≤ 1. 

所以𝑚 ≤ 2 sin （2𝑥 +
𝜋

6
) + 𝑚 +1≤ 𝑚 +3. 

当2𝑥 +
𝜋

6
=

𝜋

2
，即𝑥 =

𝜋

6
时，𝑓（𝑥）的最大值为𝑚 + 3. 

又因为𝑓（𝑥） < 0对于任意𝑥 ∈[0, 
𝜋

2
]恒成立，所以𝑚 + 3 < 0，即𝑚 < −3. 

所以𝑚的取值范围是（-∞，−3）····················15分 

（18）（本小题 14分） 

解：（I）由题意知，所抽取的 20人中得分落在组[0,20]的人数 0.0050× 20 × 20 = 2 （人）， 
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得分落在组（20,40]的人数有 0.0075× 20 × 20 = 3（人）. 

所以所抽取的 20人中得分落在组[0,20]的人数有 2人，得分落在组（20,40]的人数有 3人.·······················

········4分 

（II）x的所有可能取值为 0,1,2. 

𝑃（𝑥 = 0） =
𝐶3

3

𝐶5
3 =

1

10
， 

             𝑃（𝑥 = 1） =
𝐶2

1𝐶3
2

𝐶5
3 =

6

10
， 

             𝑃（𝑥 = 2） =
𝐶2

2𝐶3
1

𝐶5
3 =

3

10
. 

所以𝑋的分布列为 

𝑋 0 1 2 

𝑃 1

10
 

6

10
 

3

10
 

 

所以𝑋的期望𝐸𝑋 =0×
1

10
+1×

6

10
+2×

3

10
=1.2··············10分 

（III）答案不唯一. 

答案示例 1：可以认为该选手不会得到 100分，理由如下： 

该选手获得 100分的概率是（
1

4
）

20
，概率非常小，故可以认为该选手不会的都 100分. 

答案示例 2：不能认为该选手不会得到 100分，理由如下： 

该选手获得 100分的概率是（
1

4
）

20
，虽然概率非常小，但是也可能发生，故不能认为该选手不会得到 100

分.·······················14 分 

（19）（本小题 15分） 

解：（I）连结𝐴𝐶.  

因为底面𝐴𝐵𝐶𝐷是菱形，所以𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐶. 

又因为𝑃𝐴 ⊥平面𝐴𝐵𝐶𝐷，BD⊂平面𝐴𝐵𝐶𝐷， 

所以𝑃𝐴 ⊥ 𝐵𝐷 

又因为𝑃𝐴 ∩ 𝐴𝐶 = 𝐴. 

所以𝐵𝐷 ⊥平面𝑃𝐴𝐶. 

又因为𝑃𝐶 ⊂平面𝑃𝐴𝐶 

所以𝐵𝐷 ⊥ 𝑃𝐶 ····························4分 

（II）设𝐴𝐶、𝐵𝐷交于点 O. 

因为底面𝐴𝐵𝐶𝐷是菱形，所以𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐷. 

又因为𝑃𝐴 ⊥平面𝐴𝐵𝐶𝐷， 

所以𝑃𝐴 ⊥ 𝐴𝐶，𝑃𝐴 ⊥ 𝐵𝐷. 
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如图，以𝑂为坐标原点，以𝑂𝐵为𝑥轴，以𝑂𝐶为𝑦轴，以过点𝑂且与𝐴𝑃平行的直线为𝑧轴，建立空间直角坐标

系𝑂 − 𝑥𝑦𝑧, 

则 A（0，-1,0），B（√3,0,0），C（0,1,0），D（-√3,0,0），E（−
√3

2
，

1

2
，0），P（0，-1,3） 

F（0，-1,1） 

则𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗=（√3,1,0），𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗=（−√3,-1,1）， 

该异面直线𝐴𝐵与 DF所成角为⊙，⊙∈（0，
𝜋

2
]， 

则𝑐𝑜𝑠 ⊙=|𝑐𝑜𝑠 < 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ >|=
|𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗·𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|·|𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
=

√5

5
， 

所以𝐴𝐵与𝐷𝐹所成角的余弦值为
√5

5
.················10分 

（III）直线𝐸𝐹与平面𝑃𝐵𝐶相交.证明如下： 

由（II）可知，𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗=（
√3

2
，-

3

2
，1），𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗=（−√3,1,0），𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗=（−√3,-1,3） 

设平面𝑃𝐵𝐶的一个法向量为𝑛 = （𝑥，𝑦，𝑧）， 

则{
𝑛 · 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0，

𝑛 · 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0，
即{

−√3𝑥 + 𝑦 = 0,

−√3𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 0,
令𝑥 = √3，得𝑛 =（√3，3,2） 

则𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗·𝑛 =（
√3

2
，−

3

2
，1）·（√3，3,2）≠ 0， 

（20）（本小题 15分） 

解：（I）因为点𝑃（-1，
3

2
）在椭圆𝐶上，且椭圆𝐶的一个顶点𝐷的坐标为（-2,0）， 

所以{
𝑎 = 2

1

𝑎2 +
9

4𝑏2 = 1解得{
𝑎 = 2

𝑏 = √3
 

所以椭圆𝐶的方程为
𝑥2

4
+

𝑦2

3
=1. 

所以椭圆𝐶的右焦点𝐹的坐标为（1,0）···           ········4分 

（II）①当直线𝑙的倾斜率不存在时，直线𝐴𝐵的方程为𝑥 = 1. 

显然，𝐴（1，
3

2
），𝐵（1,− 

3

2
）或𝐴（1,− 

3

2
），𝐵（1, 

3

2
） 

当𝐴（1，
3

2
），𝐵（1,− 

3

2
）时为，直线𝐷𝐴的方程𝑦 =

1

2
（x+2），点𝑀的坐标为（4，3） 

所以𝐾𝑀𝐹 = 1. 

直线𝐹𝑁的方程为𝑦 =-（𝑥 − 1），点𝑁的坐标为（4，-3）. 

则𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =（3,− 
3

2
），𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =（6，-3）. 

所以𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ，所以𝐷，𝐵，𝑁三点共线. 

同理，当𝐴（1,− 
3

2
），𝐵（1, 

3

2
）时，𝐷，𝐵，𝑁三点共线. 

②当直线𝑙的斜率存在时，设直线𝑙的方程为𝑦 = 𝑘（𝑥 − 1）. 
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由{
y = k（x − 1）

3𝑥2 + 4𝑦2 = 12
得（3+4𝑘2）𝑥2-8𝑘2𝑥 +（4𝑘2 − 12） =0， 

且△=（− 8𝑘2）
2
-4（3+4𝑘2）（4𝑘2 − 12） = 144𝑘2+144> 0. 

设𝐴（𝑥1，𝑦1），𝐵（𝑥2，𝑦2）， 

则𝑥1+𝑥2=
8𝑘2

3+4𝑘2，𝑥1𝑥2 =
4𝑘2−12

3+4𝑘2  

直线𝐷𝐴的方程为𝑦 =
𝑦1

𝑥1+2
（𝑥 + 2）,点𝑀的坐标为（4，

6𝑦1

𝑥1+2
） 

所以𝐾𝑀𝐹 =

6𝑦1
𝑥1+2

−0

4−1
=

2𝑦1

𝑥1+2
. 

直线𝑁𝐹的方程为𝑦 =
𝑥1+2

2𝑦1
(𝑥 − 1)，点𝑁的坐标为（4，-

3（𝑥1+2）

2𝑦1
）. 

则𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =（𝑥2 + 2，𝑦2），𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ （6，-
3（𝑥1+2）

2𝑦1
）. 

所以（𝑥2 + 2）·
−3（𝑥1+2）

2𝑦1
-6𝑦2 

=−
3

2𝑦1
[（𝑥1 + 2）（𝑥2 + 2）+4𝑦1𝑦2] 

=−
3

2𝑦1
[（𝑥1 + 2）（𝑥2 + 2）+4𝑘2（𝑥1 − 1）（𝑥2 − 1）] 

=−
3

2𝑦1
[（1+4𝑘2）𝑥1𝑥2 + (2 − 4𝑘2)(𝑥1 + 𝑥2) + 4𝑘2 + 4] 

=−
3

2𝑦1
[（1+4𝑘2）

4𝑘2−12

3+4𝑘2 +（2-4𝑘2）
8𝑘2

3+4𝑘2 + 4𝑘2 + 4] 

=−
3

2𝑦1
·

(1+4𝑘2)(4𝑘2−12)(2−4𝑘2)8𝑘2+（4𝑘2+4）（3+4𝑘2）

3+4𝑘2  

=−
3

2𝑦1
·

4𝑘2−12+16𝑘4−48𝑘2+16𝑘2−32𝑘4+12𝑘2+12+16𝑘4+16𝑘2

3+4𝑘2  

=0 

所以𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 与𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 共线， 

又因为𝐷为公共点， 

所以𝐷，𝐵，𝑁三点共线. 

综上所述𝐷，𝐵，𝑁三点共线.················15分 

（21）（本小题 14分） 

解：（I）（i）因为𝑓（𝑥） = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑙𝑛𝑥， 

所以𝑓（
𝜋

2
）=𝑙𝑛

𝜋

2
𝑓′（𝑥）=𝑐𝑜𝑠𝑙𝑛𝑥+

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑓’（ 

𝜋

2
）=

2

𝜋
 

所以曲线𝑦 = 𝑓（𝑥）在点（
𝜋

2
，𝑓（ 

𝜋

2
））处的切线方程为𝑦 = 𝑙𝑛

𝜋

2
=

2

𝜋
（𝑥 −

𝜋

2
） 

化简得2𝑥 − 𝜋𝑦 − 𝜋 + 𝜋𝑙𝑛
𝜋

2
= 0.···············4分 

（ii）当𝑥 ∈（1，
𝜋

2
）时，𝑓′(𝑥) > 0. 𝑓（𝑥）单调递增，此时𝑓（𝑥）无极大值. 
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当𝑥 ∈（
𝜋

2
，𝜋）时，设𝑔（𝑥）=𝑓′(𝑥)，则𝑔’（𝑥） = −𝑠𝑖𝑛𝑥𝑖𝑛𝑥 +

2𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥
−

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2 < 0， 

所以𝑓′(𝑥)在（
𝜋

2
，𝜋）内单调递减. 

又因为𝑓’（ 
𝜋

2
）=

2

𝜋
> 0, 𝑓′（𝜋） = −𝑙𝑛𝜋 < 0， 

所以在（
𝜋

2
，𝜋）内存在唯一的𝑥0 ∈（

𝜋

2
，𝜋），使得𝑓′(𝑥0)=0. 

当 x 变化时，𝑓′(𝑥)，f（x）的变化如下表 

x （
𝜋

2
，𝑥0） 𝑥0 （𝑥0，𝜋） 

𝑓′(𝑥) + 0 - 

𝑓（𝑥） ↗  ↘ 

 

所以𝑓（𝑥）在（1，𝑥0）单调递增内，在（𝑥0，𝜋）内单调递减，此时𝑓（𝑥）有唯一极大值. 

综上所述，𝑓（𝑥）在（1，𝜋）内的极大值的个数为 1·······10分 

（II）由题可知𝑓′(𝑥)=
𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑎

𝑥
+ 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑙𝑛𝑥,其中𝑥 ∈（

𝜋

2
，𝜋） 

当𝑎 ≤ −1时，𝑓′(𝑥) < 0，故𝑓（𝑥）在（
𝜋

2
，𝜋）内单调递减； 

下面设𝑎 > −1. 

对于∀𝑥x ∈ （
𝜋

2
，𝜋），𝑙𝑛𝑥 < 𝑙𝑛𝜋 < 𝑙𝑛𝑒2 = 2,且𝑐𝑜𝑠𝑥 < 0， 

所以𝑐𝑜𝑠𝑙𝑛𝑥 > 2𝑐𝑜𝑠𝑥 

所以当𝑥 ∈（
𝜋

2
，𝜋）时，𝑓′(𝑥) >

𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑎

𝑥
+ 2𝑐𝑜𝑠𝑥 =

𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑎+2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥
. 

设ℎ(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑎, 𝑥 ∈[
𝜋

2
，𝜋]， 

则ℎ’（𝑥） = 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 = 3𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 < 0. 

所以ℎ（𝑥）在[
𝜋

2
，𝜋]上单调递减. 

ℎ（
𝜋

2
）= 1 + 𝑎 > 0，且ℎ（𝜋） = −2𝜋 + 𝑎. 

当−2𝜋 + 𝑎 ≥ 0时，即𝑎 ≥ 2𝜋时，ℎ（𝜋） ≥ 0时，对于∀𝑥∈ （
𝜋

2
，𝜋），ℎ（𝑥） > 0. 

所以𝑓′(𝑥) > 0时，𝑓（𝑥）在（
𝜋

2
，𝜋）内单调递增，不符合题意. 

当−2𝜋 + 𝑎 < 0,即−1 < 𝑎 < 2𝜋时，ℎ（
𝜋

2
）> 0, ℎ（𝜋） < 0， 

所以∃𝑥0 ∈（
𝜋

2
，𝜋），使ℎ（𝑥0）= 0. 

因为ℎ（𝑥）在（
𝜋

2
，𝜋）内单调递减， 

所以对∀𝑥∈ （
𝜋

2
，𝑥0）， ℎ（𝑥） > 0，𝑓′(𝑥)>0. 

所以𝑓（𝑥）在（
𝜋

2
，𝑥0）内单调递增，不符合题意. 

所以当𝑎 > −1时，𝑓（𝑥）在（
𝜋

2
，𝜋） 不单调递减. 
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综上可知𝑎 ≤ −1， 

所以𝑎的取值范围为（-∞,−1]················ 

（22）（本小题 13分） 

解（I）𝑎8 = 6，𝑎9 = 3，𝑎10 = 8 ················3分 

（II）先证“充分性”. 

当𝑚为偶数时，若𝑎𝑛为奇数，则𝑎𝑛+1为奇数. 

因为𝑎1 = 1为奇数，所以归纳可得，对∀𝑛∈ 𝑁∗, 𝑎𝑛均为奇数，则𝑎𝑛+1=𝑎𝑛 + 𝑚， 

所以𝑎𝑛+1-𝑎𝑛 = 𝑚 > 0. 

所以数列{𝑎𝑛}单调递增. 

再证“必要性”. 

假设存在𝑘 ∈ 𝑁∗使得𝑎𝑘为偶数，则𝑎𝑘+1 =
𝑎𝑘

2
< 𝑎ℎ,与数列{𝑎𝑛}单调递增矛盾， 

因此数列{𝑎𝑛}中的所有项都是奇数. 

此时，则𝑎𝑛+1=𝑎𝑛 + 𝑚，即𝑚 = 𝑎𝑛+1-𝑎𝑛，所以𝑚为偶数.········8分 

（III）存在𝑛 > 1，满足𝑎𝑛 = 1，理由如下： 

因为𝑎1 = 1，𝑚为奇数，所以𝑎2 = 1 + 𝑚≤2𝑚且𝑎2为偶数，𝑎3 =
1+𝑚

2
≤ 𝑚. 

假设𝑎𝑘为奇数时，𝑎𝑘 ≤ 𝑚，𝑎𝑘为偶数时𝑎𝑘 ≤ 2𝑚. 

当𝑎𝑘为奇数时，𝑎𝑘+1=𝑎𝑘 + 𝑚 ≤2𝑚.且𝑎𝑘+1为偶数； 

当𝑎𝑘为偶数时，𝑎𝑘+1=
𝑎𝑘

2
≤ 𝑚. 

所以𝑎𝑘+1为奇数，则𝑎𝑘+1 ≤ 𝑚；若𝑎𝑘+1为偶数，则𝑎𝑘+1 ≤ 2𝑚. 

因此对∀𝑛∈ 𝑁∗都有𝑎𝑛 ≤ 2𝑚. 

所以正整数数列{𝑎𝑛}中的项的不同取值只有有限个，所以其中必有相等的项.设集合𝐴 =

            {（𝑟, 𝑠）|𝑎𝑟 = 𝑎𝑠，𝑟 < 𝑠},设集合𝐵 = {𝑟 ∈ 𝑁∗|（𝑟, 𝑠） ∈ 𝐴} ⊆ 𝑁∗. 

因为𝐴 ≠ ∅所以𝐵 ≠ ∅. 

令𝑟1是𝐵中的最小元素，下面证𝑟1=1. 

设𝑟1 > 1且𝑎𝑟1=𝑎𝑠1（𝑟1 < 𝑠1）. 

当𝑎𝑟1 ≤ 𝑚时，𝑎𝑟1−1 = 2𝑎𝑟1，𝑎𝑠1−1 = 2𝑎𝑠1，所以𝑎𝑟1−1 = 𝑎𝑠1−1 

当𝑎𝑟1 > 𝑚时，𝑎𝑟1−1=𝑎𝑟1 − 𝑚，𝑎𝑠1−1 = 𝑎𝑠1 − 𝑚，所以𝑎𝑟1−1 = 𝑎𝑠1−1. 

所以若𝑟1>1，则𝑟1-1∈ 𝐵且𝑟1-1< 𝑟1与𝑟1是𝐵中的最小元素矛盾. 

所以𝑟1=1，且存在1 < 𝑠1 ∈ 𝑁∗满足𝑎𝑠1 = 𝑎1 = 1，即存在𝑛 > 1，满足𝑎𝑛 = 1 ········13分 


