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房山区 2022-2023 学年度第一学期诊断性评价 

高三数学 

第一部分（选择题  共 40分）

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合

题目要求的一项。 

（1）已知集合 { 2 0 1 2}A = − ，，， ， 2{ | 1}B x x= ≤ ，则 A B =∩

（A）{ 1 0 1}− ，，  （B）{0 1}，  

（C）{ 2 0 1}− ，，      （D）{ 2 0 1 2}− ，，，  

（2）若复数 z满足 (1 i) 2iz + = ，则在复平面内 z对应的点位于

（A）第一象限  （B）第二象限 

（C）第三象限   （D）第四象限 

（3）已知数列{ }na 满足 12 n na a+ = ， 1 2a = ，则数列{ }na 的前四项和 4S 的值为

（A）
15
16

（B）
15
16

− （C） 
15
4

（D）
15
4

−

（4）已知函数 x

x

xf
2

41)( −
= ，则 )(xf

（A）图象关于原点对称，且在[0 )+∞， 上是增函数  

（B）图象关于原点对称，且在[0 )+∞， 上是减函数 

（C）图象关于 y轴对称，且在[0 )+∞， 上是增函数

（D）图象关于 y轴对称，且在[0 )+∞， 上是减函数

（5）若角α 、β 是锐角三角形的两个内角，则下列各式中一定成立的是

（A） cos cosα β> （B） sin sinα β<

（C） cos sinα β> （D） cos sinα β<

（6）设平面α 与平面β 相交于直线 l，直线m在平面α 内，直线 n在平面β 内，且m l⊥ .

则“α β⊥ ”是“m n⊥ ”的

（A）充分不必要条件

（B）必要不充分条件

（C）充分必要条件

（D）既不充分也不必要条件

（7）若抛物线 2 2 ( 0)y px p= > 上一点M到抛物线的准线和对称轴的距离分别为 5和 3，

则 p的值为

（A）1 （B）2 （C）1或9 （D） 2或 9

（8）已知半径为1的动圆P经过坐标原点，则圆心P到直线 ( )2 0mx y m∈− =+ R 的距离

的最大值为

（A）1 （B） 2 （C）3 （D） 4

（9）某教学软件在刚发布时有100名教师用户，发布5天后有 1 000名教师用户.如果教师

用户人数 )(tR 与天数 t之间满足关系式： 0( ) ektR t R= ，其中 k为常数， 0R 是刚发布

时的教师用户人数，则教师用户超过20 000名至少经过的天数为

（A）9 （B）10 （C）11 （D）12

（参考数据： lg 2 0.3010≈ ）

（10）在△ ABC中, 4BC = , 3AB AC= ,则 BC BA⋅
���� ����

的取值范围为

（A）[ 3,12]− （B） 3,12−（ ）

（C）[12,24] （D） 12,24（ ）
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房山区 2022-2023 学年度第一学期诊断性评价 

高三数学 

 

 

 

第一部分（选择题  共 40分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合

题目要求的一项。 

（1）已知集合 { 2 0 1 2}A = − ，，， ， 2{ | 1}B x x= ≤ ，则 A B =∩  

（A）{ 1 0 1}− ，，      （B）{0 1}，  

（C）{ 2 0 1}− ，，          （D）{ 2 0 1 2}− ，，，  

（2）若复数 z满足 (1 i) 2iz + = ，则在复平面内 z对应的点位于 

（A）第一象限         （B）第二象限 

（C）第三象限          （D）第四象限 

（3）已知数列{ }na 满足 12 n na a+ = ， 1 2a = ，则数列{ }na 的前四项和 4S 的值为 

（A）
15
16

  （B）
15
16

−   （C） 
15
4

  （D）
15
4

−  

（4）已知函数 x

x

xf
2

41)( −
= ，则 )(xf  

（A）图象关于原点对称，且在[0 )+∞， 上是增函数  

（B）图象关于原点对称，且在[0 )+∞， 上是减函数 

（C）图象关于 y轴对称，且在[0 )+∞， 上是增函数 

（D）图象关于 y轴对称，且在[0 )+∞， 上是减函数 

（5）若角α 、β 是锐角三角形的两个内角，则下列各式中一定成立的是 

（A） cos cosα β>      （B） sin sinα β<  

（C） cos sinα β>        （D） cos sinα β<  

（6）设平面α 与平面β 相交于直线 l，直线m在平面α 内，直线 n在平面β 内，且m l⊥ .

则“α β⊥ ”是“m n⊥ ”的 

（A）充分不必要条件                    

（B）必要不充分条件 

（C）充分必要条件                      

（D）既不充分也不必要条件 

（7）若抛物线 2 2 ( 0)y px p= > 上一点M到抛物线的准线和对称轴的距离分别为 5和 3， 

则 p的值为 

（A）1   （B）2    （C）1或9    （D） 2或 9 

（8）已知半径为1的动圆P经过坐标原点，则圆心P到直线 ( )2 0mx y m∈− =+ R 的距离

的最大值为 

（A）1    （B） 2    （C）3     （D） 4  

（9）某教学软件在刚发布时有100名教师用户，发布5天后有 1 000名教师用户.如果教师

用户人数 )(tR 与天数 t之间满足关系式： 0( ) ektR t R= ，其中 k为常数， 0R 是刚发布

时的教师用户人数，则教师用户超过 20 000名至少经过的天数为                       

（A）9    （B）10    （C）11     （D）12  

（参考数据： lg 2 0.3010≈ ） 

（10）在△ ABC中, 4BC = , 3AB AC= ,则 BC BA⋅
���� ����

的取值范围为 

（A）[ 3,12]−                    （B） 3,12−（ ）     

（C）[12,24]                    （D） 12,24（ ） 
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第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5小题，每小题 5分，共 25分。 

（11）函数 x
x

xf lg
1

1)( +
−

= 的定义域是____．  

（12） 3 41 x
x
−（ ）的展开式中常数项是____．（用数字作答） 

（13）若双曲线
2

2 1x y
m

− = 的离心率为2，则该双曲线的渐近线方程为____．  

（14）若函数 2

| |
( ) =

2 4
x x m

f x
x mx m x m




− + >

， ≤ ，

，
存在最小值，则m的一个取值为___； 

m的最大值为____． 

（15）函数 ( ) 0.03sin(1000π ) 0.02(sin 2 000π ) 0.01sin(3 000π )f t t t t= + +  

的图象可以近似表示某音叉的声音图象. 给出下列四个结论： 

① 
1

500
是函数 ( )f t 的一个周期；       

② ( )f t 的图象关于直线 1
500

t = 对称； 

③ ( )f t 的图象关于点 1( 0)
500
， 对称； 

④ ( )f t 在 1 1,
6 000 6 000

 
− 
 

上单调递增. 

其中所有正确结论的序号是____． 

 

 

 

 

 

三、解答题共 6小题，共 85分。 解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题 14分） 

在△ ABC中，D是边 AC上一点， 1CD = ， 2BD = ， 3AB = ，
1cos
8

BDC∠ = . 

（Ⅰ）求 AD的长； 

（Ⅱ）求△ ABC的面积. 

 

（17）（本小题 14分） 

如图，在四棱锥 P ABCD− 中，底面 ABCD是边长为1的正方形，PA⊥平面 ABCD， 

Q为棱 PD的中点. 

（Ⅰ）求证： //PB 平面 ACQ； 

（Ⅱ）再从条件①、条件②、条件③中选择一个作为已知， 

求：直线PC与平面 ACQ所成角的正弦值， 

以及点P到平面 ACQ的距离. 

条件①： AQ PC⊥ ；       

条件②： AQ ⊥平面 PCD；  

条件③： 6
2

CQ = . 

（把此图用黑签字笔画在答题卡上） 
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第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5小题，每小题 5分，共 25分。 

（11）函数 x
x

xf lg
1

1)( +
−

= 的定义域是____．  

（12） 3 41 x
x
−（ ）的展开式中常数项是____．（用数字作答） 

（13）若双曲线
2

2 1x y
m

− = 的离心率为2，则该双曲线的渐近线方程为____．  

（14）若函数 2

| |
( ) =

2 4
x x m

f x
x mx m x m




− + >

， ≤ ，

，
存在最小值，则m的一个取值为___； 

m的最大值为____． 

（15）函数 ( ) 0.03sin(1000π ) 0.02(sin 2 000π ) 0.01sin(3 000π )f t t t t= + +  

的图象可以近似表示某音叉的声音图象. 给出下列四个结论： 

① 
1

500
是函数 ( )f t 的一个周期；       

② ( )f t 的图象关于直线 1
500

t = 对称； 

③ ( )f t 的图象关于点 1( 0)
500
， 对称； 

④ ( )f t 在 1 1,
6 000 6 000

 
− 
 

上单调递增. 

其中所有正确结论的序号是____． 

 

 

 

 

 

三、解答题共 6小题，共 85分。 解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题 14分） 

在△ ABC中，D是边 AC上一点， 1CD = ， 2BD = ， 3AB = ，
1cos
8

BDC∠ = . 

（Ⅰ）求 AD的长； 

（Ⅱ）求△ ABC的面积. 

 

（17）（本小题 14分） 

如图，在四棱锥 P ABCD− 中，底面 ABCD是边长为1的正方形，PA⊥平面 ABCD， 

Q为棱 PD的中点. 

（Ⅰ）求证： //PB 平面 ACQ； 

（Ⅱ）再从条件①、条件②、条件③中选择一个作为已知， 

求：直线PC与平面 ACQ所成角的正弦值， 

以及点P到平面 ACQ的距离. 

条件①： AQ PC⊥ ；       

条件②： AQ ⊥平面 PCD；  

条件③： 6
2

CQ = . 

（把此图用黑签字笔画在答题卡上） 
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（18）（本小题 14分） 

为弘扬中华优秀传统文化，营造良好的文化氛围，增强文化自觉和文化自信，某区

组织开展了中华优秀传统文化知识竞答活动，该活动有单人赛和PK赛，每人只能参加其

中的一项. 据统计，中小学生参与该项知识竞答活动的人数共计 4.8万，其中获奖学生情

况统计如下： 

       奖项 

组别 

单人赛 PK赛 

获奖 一等奖 二等奖 三等奖 

中学组 40 40 120 100 

小学组 32 58 210 100 

（Ⅰ）从获奖学生中随机抽取1人，若已知抽到的学生获得一等奖，求抽到的学生来自中

学组的概率； 

（Ⅱ）从中学组和小学组获奖者中各随机抽取1人，以 X 表示这 2人中PK赛获奖的人数，

求 X 的分布列和数学期望； 

（Ⅲ）从获奖学生中随机抽取3人，设这 3 人中来自中学组的人数为 ξ，来自小学

组的人数为η，试判断 )(ξD 与 )(ηD 的大小关系.（结论不要求证明） 

 

 

 

（19）（本小题 15分） 

已知函数 2( ) ( 1) e ( 2)xf x a x x= − + − ( )a∈R ． 

（Ⅰ）当 0=a 时，求曲线 ( )y f x= 在点 1=x 处的切线方程；     

（Ⅱ）求函数 )(xf 的单调区间； 

（Ⅲ）若函数 )(xf 恰有一个零点，则 a的取值范围为     .（只需写出结论） 

 

 

（20）（本小题 14分） 

已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 经过点 (2 3)P ，，且点P到两个焦点的距离之和为 8. 

（Ⅰ）求椭圆C的方程； 

（Ⅱ）直线 :l y kx m= + 与椭圆C分别相交于 A，B两点，直线PA，PB分别与 y轴交

于点M N， . 试问是否存在直线 l，使得线段MN的垂直平分线经过点P，如果存

在，写出一条满足条件的直线 l的方程，并证明；如果不存在，请说明理由. 

 

 

 

（21）（本小题 14分） 

  若对 +Nm n∀ ∈， ，当m n− ∈ A时，都有 m na a A− ∈ ，则称数列{ }na 受集合 A制约. 

（Ⅰ）若 =2n
na ，判断{ }na 是否受 +N 制约，{ }na 是否受区间[0 1]， 制约；  

（Ⅱ）若 1 2=1 =3a a， ，{ }na 受集合{2}制约，求数列{ }na 的通项公式； 

（Ⅲ）若记 p：“{ }na 受区间[1 ]，2 制约”, q：“{ }na 受集合{2}制约”, 

判断 p是否是 q的充分条件， p是否是 q的必要条件，并证明你的结论. 
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（18）（本小题 14分） 

为弘扬中华优秀传统文化，营造良好的文化氛围，增强文化自觉和文化自信，某区

组织开展了中华优秀传统文化知识竞答活动，该活动有单人赛和PK赛，每人只能参加其

中的一项. 据统计，中小学生参与该项知识竞答活动的人数共计 4.8万，其中获奖学生情

况统计如下： 

       奖项 

组别 

单人赛 PK赛 

获奖 一等奖 二等奖 三等奖 

中学组 40 40 120 100 

小学组 32 58 210 100 

（Ⅰ）从获奖学生中随机抽取1人，若已知抽到的学生获得一等奖，求抽到的学生来自中

学组的概率； 

（Ⅱ）从中学组和小学组获奖者中各随机抽取1人，以 X 表示这 2人中PK赛获奖的人数，

求 X 的分布列和数学期望； 

（Ⅲ）从获奖学生中随机抽取3人，设这 3 人中来自中学组的人数为 ξ，来自小学

组的人数为η，试判断 )(ξD 与 )(ηD 的大小关系.（结论不要求证明） 

 

 

 

（19）（本小题 15分） 

已知函数 2( ) ( 1) e ( 2)xf x a x x= − + − ( )a∈R ． 

（Ⅰ）当 0=a 时，求曲线 ( )y f x= 在点 1=x 处的切线方程；     

（Ⅱ）求函数 )(xf 的单调区间； 

（Ⅲ）若函数 )(xf 恰有一个零点，则 a的取值范围为     .（只需写出结论） 

 

 

（20）（本小题 14分） 

已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 经过点 (2 3)P ，，且点P到两个焦点的距离之和为 8. 

（Ⅰ）求椭圆C的方程； 

（Ⅱ）直线 :l y kx m= + 与椭圆C分别相交于 A，B两点，直线PA，PB分别与 y轴交

于点M N， . 试问是否存在直线 l，使得线段MN的垂直平分线经过点P，如果存

在，写出一条满足条件的直线 l的方程，并证明；如果不存在，请说明理由. 

 

 

 

（21）（本小题 14分） 

  若对 +Nm n∀ ∈， ，当m n− ∈ A时，都有 m na a A− ∈ ，则称数列{ }na 受集合 A制约. 

（Ⅰ）若 =2n
na ，判断{ }na 是否受 +N 制约，{ }na 是否受区间[0 1]， 制约；  

（Ⅱ）若 1 2=1 =3a a， ，{ }na 受集合{2}制约，求数列{ }na 的通项公式； 

（Ⅲ）若记 p：“{ }na 受区间[1 ]，2 制约”, q：“{ }na 受集合{2}制约”, 

判断 p是否是 q的充分条件， p是否是 q的必要条件，并证明你的结论. 
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房山区 2022-2023 学年度第一学期诊断性评价 

高三数学 参考答案 

一、选择题共 10小题，每小题 4分，共 40 分。 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

B A C B  D A C C D D  

二、填空题共 5小题，每小题 5分，共 25 分。 

11.{ | 0x x  ，且 1x  } 

12. 4−  

13. 3y x=   

14.  0 （第一空不唯一，区间[0 4]， 上任意值都可以） 4，  

15.  ①③④   

 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。 解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题 14分） 

解： 

（Ⅰ）
1

cos cos(π ) cos
8

BDA BDC BDC = − = −  = − .    

△ ABD中，由 2 2 2+ 2 cosAB AD BD AD BD BDA= −    .  

化简得， 22 + 10 0AD AD − = ，  

又 0AD  ，解得 2AD = . 

所以 AD 的长为 2 .         

（Ⅱ）△BCD中，因为
1

cos
8

BDC = ， 

所以 2 3 7
sin 1 cos

8
BDC BDC = −  = .  

△ BCD的面积
1 1 3 7 3 7

sin 2 1
2 2 8 8

BD CD BDC=    =    = .  

因为 3AC CD= ,  

所以△ ABC 的面积 3= △ BCD的面积
9 7

8
= .  

（17）（本小题 14分） 

（Ⅰ）证明：正方形 ABCD 中，连结BD交 AC 于O ,则 BO OD= , 
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又因为△PBD中， PQ QD= ，所以 //PB QO .  

又因为 PB 平面 ACQ ,QO 平面 ACQ .  

所以 //PB 平面 ACQ .           

 

方法二：已知PA⊥平面 ABCD ， AB AD⊥ ， 

分别以 AB AD， AP， 为 x y z，，  轴,建立空间直角坐标系（如图）. 

设 (0 0 ) 0P a a ，， ， ， (1 0 )PB a= −，， .    

由 (1 1 0)AC = ，， ，
1

(0 )
2 2

a
AQ = ， ， 得平面 ACQ 的法向量为

1
( )
2 2 2

a a
n = −， ， ，  

则 PB 
1

(1 0 ) ( ) 0
2 2 2 2 2

a a a a
n a= −  − = − =，， ， ， .      

又因为 PB 平面 ACQ ,  所以 //PB 平面 ACQ .        

（Ⅱ）如果选择条件①： AQ PC⊥ ，则 0AQ PC = . 

  因为
1

(0 )
2 2

a
AQ = ， ， ， (1 1 )PC a= −，， ，所以

21
0 0

2 2

a
+ − = ，得 1a = ， (0 0 1)P ，， .  

如果选择条件②： AQ ⊥平面 PCD ，则 AQ PD⊥ .  

△ PAD中，Q 为PD的中点，所以PA AD= . (0 0 1)P ，，  ， 

如果选择条件③：
6

2
CQ = ，

1
(1 1 0) (0 )

2 2

a
C Q，，， ， ， ， 

2 21 6
1 (1 ) ( )

2 2 2

a
+ − + = ，得 1a = ， (0 0 1)P ，， .        

设平面 ACQ 的法向量为 ( )n x y z= ，， ， (1 1 0)AC = ，， ，
1 1

(0 )
2 2

AQ = ， ， . 

由
0

0

n AC

n AD

  =


 =

 ，得

0

1 1
0

2 2

x y

y z

+ =



+ =


令 1x = ，得 1y = − ， 1z = . 

所以平面 ACQ 的法向量为 (1 1 1)n = −， ， ，  

设直线 PC 与平面 ACQ 所成角为 ， (1 1 1)PC = −，， ， 

(1 1 1) (1 1 1) 1
sin | cos |

3| | | | 1+1+1 1+1+1

PC n
PC n

PC n


 −  −
=   = = =

 

，， ， ，
， .  

设点 P 到平面 ACQ 的距离为 d ，
1 3

| | sin 1 1 1
3 3

d PC =  = + +  = .   
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（18）（本小题 14分）解：（Ⅰ）方法 1：从表格中可知：获奖学生总数为：

40 40 120 100 32 58 210 100 700+ + + + + + + =  人，其中获得一等奖的40 32 72+ = 人， 

记事件 A 为“从获奖学生中随机抽取1人，抽到的学生获得一等奖”，则
72

( )
700

P A =  ,  

记事件 B 为“从获奖学生中随机抽取1人，抽到的学生来自中学组”， 

则 A B为“从获奖学生中随机抽取1人，抽到的学生获得一等奖且来自中学组”，

40
( )

700
P A B =  ， 

因此

40

( ) 5700( | )
72( ) 9

700

P A B
P B A

P A
= = =  .    

从获奖学生中随机抽取1人，若获得一等奖，抽到的学生来自中学组的概率为
5

9
. 

（Ⅱ）X 的取值范围是 0,1,2 .            

记事件 C 为“从中学组获奖者中取1人，该人是PK 赛获奖”， 

事件 D 为“从小学组获奖者中取1人，该人是PK 赛获奖”， 

中学组获奖者有40 40 120 100 300+ + + = ，其中PK 赛获奖的人数为100， 

小学组获奖者有32 58 210 100 400+ + + = ，其中PK 赛获奖的人数为100， 

100 1
( )

300 3
P C = = ,

2
( )

3
P C = ;

100 1
( )

400 4
P D = = ,

3
( )

4
P D = .     

由题意知，事件C D， 相互独立， 

所以
1 1 2 3 1

( 0) ( ) 1 ) (1 )
3 4 3 4 2

P X P C D= =  = −  − =  =（ ;   

1 3 2 1 5
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4 3 4 12
P X P CD CD P C P D P C P D= = = + =  +  =

5

12
;  

1 1 1
( 2) ( ) ( ) ( )

3 4 12
P X P CD P C P D= = =  =  = .    

所以 X 的分布列为:                        

 

 

 

X 的数学期望
1 5 1 7

( ) 0 1 2
2 12 12 12

E X =  +  +  = .     

（Ⅲ） ( ) ( )D D = .                    

X  0 1 2 

P  
1

2
 

5

12
 

1

12
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（19）（本小题 15分） 

解： 

（Ⅰ）当 0=a 时， ( ) e ( 2)xf x x= − ， (1) ef = − ，切点坐标为 (1 e)−， . 

'( ) e ( 1)xf x x= − ，斜率 '(1) 0k f= = . 

所以切线方程为 ey = − .          

（Ⅱ） '( ) 2 ( 1) e ( 1) ( 1)(e 2 )x xf x a x x x a= − + − = − +  . 

1. 当 0a≥ 时， e 2 0x a+  ， 

由 '( ) ( 1)(e 2 ) 0xf x x a= − +  得 1x  ，增区间为 (1 )，+ . 

由 '( ) ( 1)(e 2 ) 0xf x x a= − +  得 1x  ，减区间为 ( 1)−， . 

当 0a  时， '( ) ( 1)(e 2 ) 0xf x x a= − + = 得 1 1x = ， 2 ln( 2 )x a= − . 

2.当
e

2
a = − 时， '( ) ( 1)(e e) 0xf x x= − − ≥ ，函数增区间为 ( )− +， .  

3.当
e

0
2

a−   时， ln( 2 ) 1a−  ，列表如下： 

x  ( ( ))a−，ln - 2  ( )aln - 2  ( ( ) )aln - 2 ，1  1 (1 )+ ，  

'( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x  ↗  ↘  ↗ 

( )f x 的增区间为 ( ( ))a−，ln - 2 ， (1 )，+ .减区间为 ( ( ) 1)aln - 2 ， . 

4.当
e

2
a  − 时， ln( 2 ) 1a−  ，列表如下： 

x  ( )−，1  1 ( ( ))a1，ln - 2  ( )aln - 2  ( ( ) )a + ln - 2 ，  

'( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x  ↗  ↘  ↗ 

( )f x 的增区间为 ( 1)−，， ( ( 2 ) )a + ln - ， ; 减区间为 (1 ( 2 ))a，ln - . 

（Ⅲ）若函数 )(xf 恰有一个零点，则 a 的取值范围为 (−，0]. 
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（20）（小题 14分） 

解： 

（Ⅰ）依题意 2 8a =  ， 4a = ，
2 2

2
1

16

x y

b
+ = ， 

       把 (2 3)P ，  代入得
2 2

2
1

16

x y

b
− = ，得

2

4 9
1

16 b
+ = ， 2 12b = . 

椭圆C 的方程为：
2 2

1
16 12

x y
+ = . 

20（Ⅱ）  

（直线 l 不唯一.直线 l 的方程为
1

2
y x m= + ， ( 4 2) (2 4)m − ， ，  都可以.）    

存在直线
1

:
2

l y x= 满足条件. 

证明：
1

2
y x= 与椭圆C 分别相交于 A， B两点， 

2 2

1

2

1
16 12

y x

x y


=


 + =


得
2 3

3

x

y

 =


=

或
2 3

3

x

y

 = −


= −

，不妨设 3 3A（2 ， ）， 3 3B（-2 ，- ）. 

(2 3)P ， ， 3 3A（2 ， ），得
3 3

2 2 3
k

−
=

−
， 

PA的直线方程为
3 3

3 ( 2)
2 2 3

y x
−

− = −
−

,令 0x = 得 3 3y − = ，所以 (0 3 3)M +， .  

 

同理PB的直线方程为
3 3

3 ( 2)
2 2 3

y x
+

− = −
+

,令 0x = 得 3 3y − = − ， (0 3 3)N − +， . 

 

线段MN 的垂直平分线为 3y = ，过点 (2 3)P ， . 

 

（21）（本小题 14分） 

解： 

（I）若{ }na 受 +N 制约.  { }na 不受[0 1]，制约.  

（II）若 1 21 3a a= =， ，  

因为{ }na 受{2}制约，所以对任意 +Nm n， ，当 {2}m n−  ,即 2m n− = 时， 

{2}m na a−  ，即 2 2n na a+ − = . 

1 3 5a a a， ， ， 成等差数列， 2 4 6a a a， ， ， 成等差数列， 
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当 n为奇数时，
1

+1
= +( 1) 2=

2
n

n
a a n−  ， 

当 n为偶数时，
2= +( 1) 2= 1

2
n

n
a a n−  + ， 

数列{ }na 的通项公式为
+

2 1
= N

+1 2 .
n

n n k
a k

n n k

= −


=

， ，

，
. 

（III）１． p 是 q 的充分条件. 

    证明：若{ }na 受区间[1 ]，2 制约，则 

对任意 +m n N， ， +Nm n−  ，当 [1 ]m n−  ，2 时, =1m n− ，或 = 2m n− ． 

当 =1m n− 时， 2m na a−1≤ ≤ ，即 1 2n na a+ −1≤ ≤ ． 

  由
1

2 +1

2

2

n n

n n

a a

a a

+

+

−


−

1≤ ≤

1≤ ≤
相加得 2 4n na a+ −2≤ ≤ ．① 

当 = 2m n− 时， 2m na a−1≤ ≤ ，即 2 2n na a+ −1≤ ≤ ．② 

由①②得 2 2n na a+ − = ， 

所以对任意 +Nm n， ，当 {2}m n−  ,即 2m n= + 时， 2m na a− = 即 {2}m na a−  ， 

所以{ }na 受{2}制约． 

所以，“{ }na 受区间[1 ]，2 制约”是“{ }na 受{2}制约”的充分条件. 

２． p 不是 q 的的必要条件.                                               

反例：数列{ }na ，
+

2 1
= N

2 2 .
n

n n k
a k

n n k

= −


+ =

， ，

，
即１，４，３，６，５，８，   

  奇数项成公差为２的差数列，偶数项成公差为２的等差数列， 

 对任意 +Nm n， ，当 {2}m n−  ,即 2m n− = 时， 2 2m n n na a a a+− = − = {2} ， 

  所以{ }na 受{2}制约，  

但是，当 2 1m n= =， 时， 1m n− = [1 ] ，2 ， 2 1 3 [1 ]a a− =  ，2 ， 

所以{ }na 不受区间[1 ]，2 制约． 

所以，“{ }na 受区间[1 ]，2 制约”不是“{ }na 受{2}制约”的必要条件. 
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