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2022 北京东城高一（上）期末 

数    学 

一、选择题共 10 小题，每小题 3 分，共 30 分．在每个小题给出的四个备选答案中，只有一个是符合题目要求的． 

1．（3 分）已知全集 {1U = ，2，3， 4}， {1A = ，3}，则 (U A =   )  

A．{1， 2}  B．{2 ，3}  C．{2 ， 4}  D．{3， 4}  

2．（3 分）在直角坐标系 xOy 中，已知
4 3

sin ,cos
5 5

 = − = ，那么角 的终边与单位圆 O 坐标为 (   )

A．
3 4

( , )
5 5
−  B．

4 3
( , )

5 5
−  C．

3 4
( , )

5 5
−  D．

4 3
( , )
5 5
−  

3．（3 分）已知实数 x， y 满足 2 2 2x y+ = ，那么 xy 的最大值为 (   )

A．
1

4
B．

1

2
C．1 D．2 

4．（3 分）函数

1
( ) 1, 0
2( )

, 0

x x
f x

x x


−

= 
 

的图象大致为 (   )  

A． B．

C． D．

5．（3 分）设 cos 28 a = ，则 cos 62 ( =   )  

A． a−  B． a  C． 21 a− D． 21 a− −

6．（3 分）函数
1

( )f x lnx
x

= − 的零点所在的区间为 (   )  

A． (0,1) B． (1,2) C． (2,3) D． (3,4)

7．（3 分）设 3log 4a = ，
1

33b
−

= ， 1

3log 3c −= ，则 (   )  

A． a b c   B．b c a   C． c a b   D． c b a   

8．（3 分）“ 0xy = ”是“
2 2 0x y+ = ”的 (   )  

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件  

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件 

9．（3 分）某同学用“五点法”画函数 ( ) sin( )( 0f x A x A = +  ， 0)  在一个周期内的简图时，列表如下： 
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x +  0 

2


 

  3

2


 

2  

x  

12


 

4


 

5

12


 

7

12


 

3

4


 

y  0 2 0 2−  0 

则 ( )f x 的解析式为 (   )  

A． ( ) 2sin( )
12

f x x


= −  B． ( ) 2sin(3 )
12

f x x


= +   

C． ( ) sin(2 )
12

f x x


= −  D． ( ) 2sin(3 )
4

f x x


= −  

10．（3 分）已知函数 ( ) ( )f x ln ax b= − 的定义域是 (1, )+ ，那么函数 ( ) ( )( 1)g x ax b x= + − 在区间 ( 1,1)− 上 (   )  

A．有最小值无最大值 B．有最大值无最小值  

C．既有最小值也有最大值 D．没有最小值也没有最大值 

二、填空题共 5 小题，每小题 3 分，共 15 分． 

11．（3 分）函数 sin 2y x= 的最小值为   ． 

12．（3 分）已知幂函数 ( ) (f x x = 是常数）的图象经过点 (2,4) ，那么 ( 2)f − =   ． 

13．（3 分）已知函数 ( )y f x= 是定义在 R 上的增函数，且 (3 2 )f a f+  （2），那么实数 a的取值范围为   ． 

14．（3 分）已知函数

2

1
,0 2

( )

log , 2

x x
f x x

x x


+  

= 



，且关于 x的方程 ( )f x t= 有且仅有一个实数根，那么实数 t 的取值范围

为   ． 

15．（3 分）设函数 ( ) log (| | 1)( 1)af x x a= +  ，则 ( )f x 是   （填“奇函数”或“偶函数” ) ；对于一定的正数T ，定义

( ), ( )
( )

( ), ( )
T

f x f x T
f x

f x f x T


= 

−
，则当

1
T

a
= 时，函数 ( )Tf x 的值域为   ． 

三、解答题共 6 小题，共 55 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

16．（8 分）已知集合 { | 4}A x x= ，集合 { | 1 1B x m x m= − + ， }m R ． 

（Ⅰ）当 4m = 时，求 A B ； 

（Ⅱ）当 A B =时，求m 的取值范围． 

17．（10 分）已知函数 2( ) 4( )f x x ax a R= + +  ． 

（Ⅰ）若 f （1） 0= ，求不等式 ( ) 0f x 的解集； 

（Ⅱ）若 f （1） 2= ，求 ( )f x 在区间[ 2− ， 2]上的最大值和最小值，并分别写出取得最大值和最小值时的 x值； 

（Ⅲ）若对任意 (0, )x + ，不等式 ( ) 0f x  恒成立，求实数 a的取值范围． 

18．（10 分）已知函数 ( ) 2sin( )( 0, )
2 2

f x x
 

   = +  −   的最小正周期为 ，再从下列两个条件中选择一个作

为已知条件： 

条件①： ( )f x 的图象关于点 ( ,0)
3


对称； 
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条件②： ( )f x 的图象关于直线
12

x


= 对称． 

（Ⅰ）请写出你选择的条件，并求 ( )f x 的解析式； 

（Ⅱ）在（Ⅰ）的条件下，求 ( )f x 的单调递增区间． 

19．（10 分）已知函数
2

2
( )

1
f x

x
=

+
． 

（Ⅰ）判断 ( )f x 在区间[0 ， )+ 上的单调性，并用函数单调性的定义给出证明； 

（Ⅱ）设 ( ) ( ) (g x f x k k= − 为常数）有两个零点 1x ，
2x ，且 1 2x x ，当 1 3x  − 时，求 k 的取值范围． 

20．（8 分）人口问题是世界普遍关注的问题，通过对若干个大城市的统计分析，针对人口密度分布进行模拟研究，

发现人口密度与到城市中心的距离之间呈现负指数关系．指数模型 0

bx

xd d e−= 是经典的城市人口密度空间分布的模

型之一，该模型的计算是基于圈层距离法获取距城市中心距离和人口密度数据的，具体而言就是以某市中心位置为

圆心，以不同的距离为半径划分圈层，测量和分析不同圈层中的人口状况．其中 x是圈层序号，将圈层序号是 x的

区域称为“ x环” ( 1x = 时，1 环表示距离城市中心 0 ~ 3公里的圈层； 2x = 时，2 环表示距离城市中心3 ~ 6公里的圈

层；以此类推）； 0d 是城市中心的人口密度（单位：万人 / 平方公里），为 x环的人口密度（单位：万人 / 平方公

里）；b 为常数； 2.71828e =   ． 

下表为某市 2006 年和 2016 年人口分布的相关数据： 

年份 
0d  b  

2006 2.2 0.13 

2016 2.3 0.10 

（Ⅰ）求该市 2006 年 2 环处的人口密度（参考数据： 0.26 0.77e−  ，结果保留一位小数）； 

（Ⅱ）2016 年该市某环处的人口密度为市中心人口密度的
2

3
，求该环是这个城市的多少环． 

（参考数据： 2 0.7ln  ， 3 1.1)ln   

21．（9 分）已知定义在 R 上的函数 ( )f x 满足： 

①对任意实数 x， y ，都有 ( ) ( ) 2 ( ) ( )f x y f x y f x f y+ + − = ；②对任意 [0x ，1) ， ( ) 0f x  ． 

（Ⅰ）求 (0)f ； 

（Ⅱ）判断并证明函数 ( )f x 的奇偶性； 

（Ⅲ）若 f （1） 0= ，直接写出 ( )f x 的所有零点（不需要证明）． 
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参考答案 

一、选择题共 10 小题，每小题 3 分，共 30 分．在每个小题给出的四个备选答案中，只有一个是符合题目要求的． 

1．【分析】利用补集的定义直接求解即可． 

【解答】解： 全集 {1U = ，2，3， 4}， {1A = ， 3}， 

{2U A = ， 4}， 

故选：C ． 

【点评】本题考查集合的基本运算，属于基础题． 

2．【分析】由已知利用任意角的三角函数的定义即可求解． 

【解答】解：在直角坐标系 xOy 中，已知
4 3

sin ,cos
5 5

 = − = ， 

那么角 的终边与单位圆 O 坐标为
3

(
5
，

4
)

5
− ． 

故选： A． 

【点评】本题主要考查了任意角的三角函数的定义，属于基础题． 

3．【分析】利用基本不等式即可求出结果． 

【解答】解：因为 2 2 2x y+ = ， 

则 2 22 2 | |x y xy= + ，当且仅当 | | | |x y= 时取等号， 

即 | | 1xy ，故最大值为 1． 

故选：C ． 

【点评】本题考查了基本不等式的性质，属于基础题． 

4．【分析】讨论 0x  时， ( )f x 的值域；以及 0x 时， ( )f x 的单调性和函数值的变化趋势，运用排除法可得结论． 

【解答】解：当 0x  时， ( )f x x= ， ( )f x 的值域为 (0, )+ ，排除选项C ； 

当 0x 时，
1

( ) ( ) 1
2

xf x = − 递减，排除选项 D ； 

当 0x 时， ( ) 0f x ，且 x→−， ( )f x →+，排除选项 A． 

故选： B ． 

【点评】本题考查函数的图象的判断，考查数形结合思想和推理能力，属于基础题． 

5．【分析】由已知利用诱导公式，同角三角函数基本关系式即可化简求解． 

【解答】解：因为 cos 28 a = ， 

则 2 2cos62 cos(90 28 ) sin 28 1 28 1cos a =  −  =  = −  = − ． 

故选：C ． 

【点评】本题主要考查了诱导公式，同角三角函数基本关系式在三角函数求值中的应用，考查了转化思想，属于基

础题． 

6．【分析】
1

( )f x lnx
x

= − 在 (0, )+ 为减函数，结合 f （1） 0 ， f （2） 0 ，可得答案． 
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【解答】解：函数的定义域为 (0, )+ ，而
1

y
x

= 在 (0, )+ 为减函数， y lnx= 在 (0, )+ 为增函数， 

1
( )f x lnx

x
 = − 在 (0, )+ 为减函数， 

又
1

(1) 1 0, (2) 2 4 0
2

f f ln ln e ln=  = − = −  ， 

所以由零点存在性定理可知，函数 ( )f x 在区间 (1,2) 有零点． 

故选： B ． 

【点评】本题主要考查函数零点存在性定理的运用，考查运算求解能力，属于基础题． 

7．【分析】利用指数函数，对数函数的单调性，再借助中间量 1 和 0 求解即可． 

【解答】解：
3 3log 4 log 3 1a =  = ， 

1

030 3 3
−

  ， 0 1b   ， 

1

3log 3 1c −= = − ， 

c b a   ， 

故选： D ． 

【点评】本题考查了指数函数，对数函数的单调性，对数的计算公式，属于基础题． 

8．【分析】 0 0xy x=  = 或 0y = ， 2 2 0 0x y x y+ =  = = ，以此可解决此题． 

【解答】解： 0 0xy x=  = 或 0y = ， 2 2 0 0x y x y+ =  = = ， 

 “ 0xy = ”是“
2 2 0x y+ = ”的必要不充分条件． 

故选： B ． 

【点评】本题考查充分、必要条件的判定，考查数学运算能力及推理能力，属于基础题． 

9．【分析】由最小正周期可得的值，由最大值、最小值可确定 A的值，再代入点 (
4


， 2) ，进行运算，即可得

解． 

【解答】解：由表知，最小正周期
3 2

4 12 3
T

  
= − = ， 

所以
2

3
T


 = = ， 

最大值为 2，最小值为 1− ，所以 2A= ， 

所以 ( ) 2sin(3 )f x x = + ， 

将点 (
4


， 2) 代入得， 2 2sin(3 )

4


=  + ，所以 2

4
k


 = − ， k Z ， 

因为 | |  ，所以
4


 = − ， 

所以 ( ) 2sin(3 )
4

f x x


= − ． 

故选： D ． 

【点评】本题考查三角函数解析式的求法，理解函数 sin( )y A x = + 中每个参数的含义是解题的关键，考查逻辑
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推理能力和运算能力，属于基础题． 

10．【分析】依题意不等式 0ax b−  的解集为 (1, )+ ，即可得到 0a  且 0a b− = ，再根据二次函数的性质计算 ( )g x

在区间 ( 1,1)− 上的单调性，即可得到函数的最值． 

【解答】解：因为函数 ( ) ( )f x ln ax b= − 的定义域是 (1, )+ ， 

即不等式 0ax b−  的解集为 (1, )+ ， 

所以 0a  且 0a b− = ，即 0a b=  ， 

所以 ( ) ( )( 1) ( 1)( 1)g x ax b x a x x= + − = − + ， 

函数开口向上，对称轴为 0x = ，在 ( 1,0)− 上单调递减，在 (0,1) 上单调递增， 

所以 ( ) (0)ming x g a= = − ，没有最大值， 

故选： A． 

【点评】本题考查函数的最值，考查学生的逻辑思维能力，属中档题． 

二、填空题共 5 小题，每小题 3 分，共 15 分． 

11．【分析】利用正弦函数的性质即可求解． 

【解答】解： sin 2 1y x= − ，当 2 2
2

x k


= − ， k Z 时，即
4

x k


= − ， k Z 时取等号． 

故答案为： 1− ． 

【点评】本题主要考查了正弦函数的性质，属于基础题． 

12．【分析】利用幂函数的定义即可求出． 

【解答】解：设幂函数 ( )f x x= ， 

幂函数 ( )y f x= 的图象过点 (2,4) ， 

4 2a = ， 

解得 2a = ， 

2( 2) ( 2) 4f − = − = ． 

故答案为：4． 

【点评】本题考查了幂函数的定义与性质的应用问题，熟练掌握幂函数的定义是解题的关键． 

13．【分析】由函数的单调性比较大小即可． 

【解答】解： 函数 ( )y f x= 是定义在 R 上的增函数，且 (3 2 )f a f+  （2）， 

3 2 2a +  ， 

解得
1

2
a  − ， 

故答案为：
1

( , )
2

− − ． 

【点评】本题考查了函数的单调性的应用，属于基础题． 

14．【分析】利用数形结合的方法，将方程根的问题转化为函数图象交点的问题，观察图象即可得到结果． 

【解答】解：作出 ( )y f x= 的图象，如下图所示： 
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关于 x的方程 ( )f x t= 有且仅有一个实数根， 

函数 ( )y f x= 的图象与 y t= 有且只有一个交点， 

由图可知1 2t  ， 

则实数 t 的取值范围是[1， 2) ． 

故答案为： [1， 2) ． 

 

【点评】本题考查了数形结合思想及作图能力，难点在于作出函数的图象，属于基础题． 

15．【分析】利用奇函数与偶函数的定义即可判断；然后对
1

( )f x
a

 与
1

( )f x
a
讨论，分别求出函数 ( )Tf x 的范围，

由此即可求解． 

【解答】解：因为 | | 1 1 0x +  恒成立，所以 ( )f x 的定义域为 R ，关于原点对称， 

且 ( ) log (| | 1) log (| | 1) ( )a af x x x f x− = − + = + = ，所以函数 ( )f x 为偶函数； 

因为 | | 1 1x + ， 1a  ，所以 ( ) log (| | 1) 0af x x= + ， 

若
1

T
a

= ，则由题意可得当
1

( )f x
a

 时，
1

( ) ( )Tf x f x
a

=  ，故
1

0 ( )Tf x
a

 ， 

当
1

( )f x
a
时，

1
( ) ( )Tf x f x

a
= − − ， 

综上，函数 ( )Tf x 的值域为
1 1

( , ] [0, )
a a

− − ． 

【点评】本题考查了函数的奇偶性以及函数值域问题，涉及到分类讨论思想的应用，考查了学生的运算转化能力，

属于中档题． 

三、解答题共 6 小题，共 55 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

16．【分析】（1）求出 B 集合，然后再求交集即可；（2）利用集合的运算，列出不等式即可求得m 的取值范围． 

【解答】解：（Ⅰ）当 4m = 时，集合 { | 1 1B x m x m= − + ， } { | 3 5}m R x x = ， 

又 { | 4}A x x= ， 

所以 { | 3 4} [3A B x x= = ， 4]． 

（Ⅱ）若 A B =， 

则 1 4m −  ， 
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解得 5m  ， 

实数m 的取值范围 (5, )+ ． 

【点评】本题主要考查了集合交集的运算，考查了计算能力，属于基础题． 

17．【分析】（Ⅰ）根据 f （1） 0= ，代入求出参数 a的值，再解一元二次不等式即可； 

（Ⅱ）首先由 f （1） 2= 求出 a的值，再根据二次函数的性质求出函数在给定区间上的最值； 

（Ⅲ）参变分离可得
4

a x
x

−  + 对任意 (0, )x + 恒成立，再利用基本不等式求出
4

x
x

+ 的最小值，即可得解； 

【解答】解：（Ⅰ）因为 2( ) 4f x x ax= + + 且 f （1） 0= ，所以 5 0a + = ，解得 5a = − ， 

所以 2( ) 5 4f x x x= − + ， 

由 ( ) 0f x ，得 2( ) 5 4 0f x x x= − + ，即 ( 4)( 1) 0x x− − ，解得1 4x ， 

即原不等式的解集为 [1， 4]； 

（Ⅱ）因为 f （1） 2= ，所以 5 2a + = ，所以 3a = − ， 

所以 2 23 7
( ) 3 4 ( )

2 4
f x x x x= − + = − + ， 

因为 [ 2x − ， 2]， 

所以函数在[ 2− ，
3

]
2

上单调递减，在
3

(
2
， 2]上单调递增， 

所以当
3

2
x = 时函数取得最小值

3 7
( ) ( )

2 4
minf x f= = ；当 2x = − 时函数取得最大值 ( ) ( 2) 14maxf x f= − = ； 

（Ⅲ）因为对任意 (0, )x + ，不等式 ( ) 0f x  恒成立， 

即对任意 (0, )x + ，不等式 2 4 0x ax+ +  恒成立， 

即
4

a x
x

−  + 对任意 (0, )x + 恒成立， 

因为
4 4

2 4x x
x x

+  = ，当且仅当
4

x
x

= ，即 2x = 时取等号； 

所以 4a−  ，即 4a  − ， 

所以 ( 4, )a − + ． 

【点评】本题考查了一元二次不等式的解法及二次函数的最值，难点在于第（Ⅲ）问中将问题转化为求
4

x
x

+ 的最

值． 

18．【分析】由最小正周期为 ，可得 2 = ， 

选择条件①： 

（Ⅰ）由 2
3

k


  + = ， k Z ，结合
2 2

 
−   ，即可得解； 

选择条件②： 

（Ⅰ）由 2 2
12 2

k
 

  + = + ， k Z ，
2 2

 
−   ，即可得解； 

（Ⅱ）结合正弦函数的单调性，即可得解． 
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【解答】解：因为函数 ( ) 2sin( )( 0, )
2 2

f x x
 

   = +  −   的最小正周期为 ， 

所以
2

2





= = ， 

选择条件①： 

（Ⅰ）因为 ( )f x 的图象关于点 ( ,0)
3


对称， 

所以 2
3

k


  + = ， k Z ，所以
2

3
k


 = − + ， k Z ， 

因为
2 2

 
−   ，所以

3


 = ， 

故 ( )f x 的解析式为 ( ) 2sin(2 )
3

f x x


= + ． 

选择条件②： 

（Ⅰ）因为 ( )f x 的图象关于直线
12

x


= 对称， 

所以 2 2
12 2

k
 

  + = + ， k Z ，所以 2
3

k


 = + ， k Z ， 

因为
2 2

 
−   ，所以

3


 = ， 

故 ( )f x 的解析式为 ( ) 2sin(2 )
3

f x x


= + ． 

（Ⅱ）令 2 [2
3 2

x k
 

+  − ， 2 ]
2

k


 + ， k Z ， 

所以
5

[
12

x k


 − ， 2 ]
12

k


 + ， k Z ， 

故 ( )f x 的单调递增区间为
5

[
12

k


 − ， 2 ]
12

k


 + ， k Z ． 

【点评】本题考查三角函数的图象与性质，熟练掌握正弦函数的周期性、单调性和对称性是解题的关键，考查逻辑

推理能力和运算能力，属于中档题． 

19．【分析】（Ⅰ）由复合函数单调性可判断 ( )f x 在区间[0 ， )+ 上单调递减，再利用定义证明即可； 

（Ⅱ）函数 ( ) ( ) (g x f x k k= − 为常数）的零点即方程 ( ) 0(f x k k− = 为常数）的解，从而解方程，根据方程的解确定 k

的取值范围即可． 

【解答】解：（Ⅰ） ( )f x 在区间[0 ， )+ 上单调递减，证明如下， 

任取 1x ， 2 [0x  ， )+ ，且 1 2x x ， 

则 1 2 2 2

1 2

2 2
( ) ( )

1 1
f x f x

x x
− = −

+ +
 

2 1 2 1

2 2

1 2

2( )( )

( 1)( 1)

x x x x

x x

− +
=

+ +
， 

1 20 x x ， 
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2 1 0x x −  ，
2 1 0x x+  ， 2

1 1 0x +  ， 2

2 1 0x +  ， 

1 2( ) ( ) 0f x f x −  ，即
1 2( ) ( )f x f x ， 

故 ( )f x 在区间[0 ， )+ 上单调递减； 

（Ⅱ）函数 ( ) ( ) (g x f x k k= − 为常数）的零点即方程 ( ) 0(f x k k− = 为常数）的解， 

解方程
2

2
0

1
k

x
− =

+
得，

2
1(0 2)x k

k
=  −   ， 

1 2x x ， 1 3x  − ， 

2
1 3

k
− −  − ，故

1
0

2
k  ， 

故 k 的取值范围为
1

(0, )
2

． 

【点评】本题考查了函数性质的判断与证明及函数的零点与方程的根的关系应用，属于中档题． 

20．【分析】 ( )I 结合 0

bx

xd d e−= 公式，以及 2006 年 0 2.2d = ， 0.13b = ，可求得 0.132.2 x

xd e−= ，将 2x = 代入上式，即

可求解． 

( )II 根据已知条件，结合对数函数的公式，即可求解． 

【解答】解： 0( ) bx

xI d d e−= 且 2006 年 0 2.2d = ， 0.13b = ， 


0.132.2 x

xd e−= ， 

当 2x = 时， 0.262.2 2.2 0.7 1.7xd e−=    ， 

故该市 2006 年 2 环处的人口密度为 1.7． 

( )2016II 年 0.12.3 x

xd e−= ①， 

2016年该市某环处的人口密度为市中心人口密度的
2

3
， 

 0

2 2
2.3

3 3
xd d= =  ②， 

联立①②可得， 0.1 2

3

xe− = ，两边同时取对数可得， 0.1 2 3 0.7 1.1 0.4x ln ln− = −  − = − ，解得 4x = ， 

故该环是这个城市的 4 环． 

【点评】本题主要考查函数的实际应用，掌握对数函数的公式是解本题的关键，属于基础题． 

21．【分析】（Ⅰ）令 0x = ， 0y = ，即可求解 (0)f ； 

（Ⅱ） ( )f x 是偶函数，令 0x = ， y 为任意实数，可得 ( ) ( )f y f y− = ，即可得证； 

（Ⅲ）若 f （1） 0= ，根据已知条件可得 ( )f x 是以 4 为周期的周期函数，由偶函数的性质可得 ( 1) 0f − = ，从而可

得 ( )f x 的所有零点． 

【解答】解：（Ⅰ）令 0x = ， 0y = ，则 (0) (0) 2 (0) (0)f f f f+ = ， 

可得 (0)[ (0) 1] 0f f − = ，因为对任意 [0x ，1) ， ( ) 0f x  ， 

所以 (0) 1f = ． 

（Ⅱ） ( )f x 是偶函数，证明如下： 
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令 0x = ， y 为任意实数，则 ( ) ( ) 2 (0) ( ) 2 ( )f y f y f f y f y+ − = = ， 

即 ( ) ( )f y f y− = ，所以 ( )f x 是偶函数． 

（Ⅲ）若 f （1） 0= ，令 0y = ，则 ( 1) ( 1) 2 ( )f x f x f x f+ + − = （1） 0= ， 

即 ( 1) ( 1)f x f x+ = − − ， 

则 ( 2) ( )f x f x+ = − ， ( 4) ( 2) ( )f x f x f x+ = − + = ， 

所以 ( )f x 是以 4 为周期的周期函数， 

又 ( 1)f f− = （1） 0= ， 

所以 ( )f x 的所有零点为 2 1n + ， n Z ． 

【点评】本题考查抽象函数及其应用，考查奇偶性与周期性的判断，考查赋值法的应用，属于中档题． 
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