
2024 年 1 月“九省联考”考后提升卷

高三数学

（考试时间：120 分钟  试卷满分：150 分）

注意事项：

1．答卷前，考生务必将自己的姓名、准考证号填写在答题卡上。

2．回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑。如需改动，

用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号。回答非选择题时，将答案写在答题卡上。写在本试卷上无

效。

3．考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符

合题目要求的．

1.现有一组数据：663,664,665,668,671,664,656,674,651,653,652,656 ，则这组数据的第 85 百分位

数是(   )

A.652 B.668 C.671 D.674

【答案】C

【解析】

【分析】根据百分位数的定义，求得12 85% 10.2´ = ，即可确定第 85 百分位数为第 11 个数，可得

答案.

【详解】由题意这组数共 12 个，则12 85% 10.2´ = ，

将这组数据从小到大排列 651,652,653,656,656,663,664,664,665,668,671,674 ，

故这组数据的第 85 百分位数为第 11 个数，即 671，故选：C

2.已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 的上顶点、右顶点、左焦点恰好是等腰三角形的三个顶点，则

椭圆 C 的离心率为(   )

为



A. 2
2

B. 3
2

C. 5 1
2
- D. 3 1

2
-

2.【答案】D【解析】易知等腰三角形的三边为 2 2, ,a a c a b+ + ;则 2 2a c a b+ = + 即有 2a -

22 2 0ac c- = ,解得 e 3 1
2

c
a

-
= = ,故选：D.

3.已知 nS 为数列 na 的前 n项和，且满足 ( 1) 2n n
n nS a -= - - ，则 5 6S S+ =（    ）

A. 
1
64

- B. 
1
32

- C. 
1

16
- D. 

1
64

【答案】A

【解析】

【分析】由题，当 1n = 时， 1
1
4

a = - ，当 2n ³ 时 1
1( 1) ( 1)
2

n n
n n n na a a -= - + - + ，进而分奇偶性讨论得

1
2n na = ， n为正偶数， 1

1
2n na += - ， n为正奇数，再求和即可.

【详解】解：因为 ( 1) 2n n
n nS a -= - - ，

所以，当 1n = 时，
1

1 1 1 2S a a -= = - - ，解得 1
1
4

a = - ，

当 2n ³ 时，
1 1

1 11 ( 1) 2 ( 1 1) 2 ( 1)
2

( 1)n
n

n n n n n
n n n n n nna S a a a aS - - - +

- -- =- - + =- - -+ += - - ，

所以，当 n为偶数时， 1
1 , 2
2nna n- = - ³ ，故 1

1
2n na += - ， n为正奇数；

当 n为奇数时， 12 1 1
2 2n nn na a - + -= - = ，即 11

1
2nna - -= ，故

1
2n na = ， n为正偶数；

所以 2 2 4 4 6 65 6 5 66
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 64

2 2S S S a æ ö+ = + = - + - + +- =ç
è ø

- -÷ = ，

故选：A

4..已知m ， n为异面直线，直线 l与m ， n都垂直，则下列说法不正确的是(   )

A.若 l ^平面a ，则m a∥ ， n a∥

B.存在平面a ，使得 l a^ ，m aÌ ， n a∥

C.有且只有一对互相平行的平面a 和b ，其中m aÌ ， n bÌ

D.至少存在两对互相垂直的平面a 和b ，其中m aÌ ， n bÌ

【答案】A

【分析】由线面关系判断 ABD；由线面垂直判定判断 C；

【详解】对于 A，如下图所示，在正方体中取 l为 AA¢， AB 为m ， A D¢ ¢为 n，平面 ABCD为平面



a ，则 n a∥ ，m aÌ ，故 A 错误；

对于 B，在正方体中取 l为 AA¢， AB 为m ， A D¢ ¢为 n，平面 ABCD为平面a ，此时 l a^ ，m aÌ ，

n a∥ ，故 B 正确；

对于 C，由线面垂直的判定可知， l a^ ， l b^ ，过直线 n且与 l垂直的平面只有一个，过直线m

且与 l垂直的平面只有一个，则有且只有一对互相平行的平面a 和b ，其中m aÌ ， n bÌ ，故 C

正确；

对于 D，在正方体中取 l为 AA¢， AB 为m ， A D¢ ¢为 n，此时平面 ABCD ^平面 ADD A¢ ¢，平面

ABB A¢ ¢ ^ 平面 ADD A¢ ¢，即至少存在两对互相垂直的平面a 和b ，其中m aÌ ， n bÌ ，故 D 正确；

故选：A.

5.某学校举办运动会，径赛类共设 100 米､200 米､400 米､800 米､1500 米 5 个项目，田赛类共设铅

球､跳高､跳远､三级跳远4个项目.现甲、乙两名同学均选择一个径赛类项目和一个田赛类项目参赛，

则甲、乙的参赛项目有且只有一个相同的方法种数等于(   )

A.70 B.140 C.252 D.504

【答案】B

【分析】由分类加法、分步乘法计数原理以及排列组合的计算即可得解.

【详解】由题意若甲、乙的相同的参赛项目为径赛类项目，则有
1
5C 5= 种选法，

他们再分别从田赛类项目中各选一个（互不相同）即可，这时候有
2
4A 4 3 12= ´ = 种选法，



所以此时满足题意的选法有
1 2
5 4C A 5 12 60= ´ = ，

由题意若甲、乙的相同的参赛项目为田赛类项目，则有
1
4C 4= 种选法，

他们再分别从径赛类项目中各选一个（互不相同）即可，这时候有
4
5A 5 4 20= ´ = 种选法，

所以此时满足题意的选法有
1 2
4 5C A 4 20 80= ´ = ，

综上所述，甲、乙的参赛项目有且只有一个相同的方法种数等于60 80 140+ = 种.故选：B

6.在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D- 中， P 在侧面 1 1CC D D （含边界）内运动，Q在底面 ABCD

（含边界）内运动，则下列说法不正确的是（    ）

A. 若直线BP与直线 AD 所成角为 30°，则 P 点的轨迹为圆弧

B. 若直线BP与平面 ABCD所成角为 30°，则 P 点的轨迹为双曲线的一部分

C. 若 1
5

2
D Q = ，则Q点的轨迹为线段

D. 若Q到直线 1DD 的距离等于Q到平面 1 1ABB A 的距离，则点Q的轨迹为抛物线的一部分

【答案】C

【解析】

【分析】画出正方体 1 1 1 1ABCD A B C D- ，根据各选项的不同条件对图形进行分析并运算即可得出轨

迹问题的结论.

【详解】直线BP与直线 AD 所成角即为 PBCÐ ，在Rt BCP△ 中， tan 30 CP
BC

=o
，∴

3
3

CP = ，故 P

在以C 为圆心，
3

3
为半径的圆落在侧面 1 1CC D D 内的圆弧上，A 正确；

过 P 作 1PP DC^ 于点 1P （如图），设 1PC a= ， 1PP b= ，直线BP与平面 ABCD所成角即为 1PBPÐ ，

在 1Rt PBP△ 中， 1
1 2

1

3
3

an
1

t PP bPBP
BP a

Ð = = =
+

，从而 2 23 1b a- = ，故点 P 的轨迹为双曲线的一部

.



分，故 B 正确；

在 1Rt D DQ△ 中， 2 2
1 1

5
2

D Q DD DQ= = + ，从而
1
2

DQ = ，故Q在以D为圆心，
1
2 为半径的圆落

在底面 ABCD内的圆弧上，C 错误；

Q到直线 1DD 的距离等于Q到平面 1 1ABB A 的距离，即Q到点D的距离等于Q到直线 AB 的距离，故

点Q的轨迹为抛物线的一部分，故 D 正确.

故选：C.

7.已知角b 的终边上一点 P 的坐标为  2, 3 ，则
πtan
6

bæ ö-ç ÷
è ø

的值为(   )

A.0 B. 3
9

C. 3
3

D. 3

【答案】B

【分析】根据三角函数的定义求出 tan b ，再根据两角和的正切公式展开代入化简求解.

【详解】角b 的终边上一点 P 的坐标为  2, 3

所以
3tan

2
b = ，则

π 3 3tan tanπ 36 2 3tan π6 93 31 tan tan 16 2 3

b
b

b

- -æ ö- = = =ç ÷
è ø + × + ×

，故选：B

8.已知 1F ， 2F 分别为双曲线G：  
2 2

2 2 1 0, 0x y a b
a b

- = > > 的左，右焦点，点 P 为双曲线渐近线上一点，

若 1 2PF PF^ ， 1 2
1tan
3

PF FÐ = ，则双曲线G的离心率为（    ）

A. 
5
3

B. 
5
4

C. 2 D. 2

【答案】B

【解析】

【分析】由题可得 2 1 22POF PF FÐ = Ð ，然后利用二倍角公式结合条件可得
3
4

b
a

= ，然后根据离心率

公式即得.

【详解】因为 1 2PF PF^ ，O为 1 2F F 的中点，



所以 1FO OP= ， 1 2 1PF F F PO=Ð Ð ，

所以 2 1 22POF PF FÐ = Ð ，又 1 2
1tan
3

PF FÐ = ， 2tan POF b
a

Ð = ，

所以 2

12 33
411

3

b
a

´
= =

æ ö- ç ÷
è ø

，

所以
2

2
9 51 1

16 4
c be
a a

= = + = + = .

故选：B.

二、选择题：本题共 3 小题，每小题 6 分，共 18 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要

求．全部选对的得 6 分，部分选对的得部分分，有选错的得 0 分．

9.将函数   sinf x x= 的图象向左平移
π
3
个单位长度，再将图象上所有点的横坐标变为原来的

1
2 倍（纵

坐标不变），得到 ( )g x 的图象，则（    ）

A. 函数
π( )
3

g x - 是偶函数

B. x＝－
π
6
是函数 ( )g x 的一个零点

C. 函数 ( )g x 在区间
5π π
12 12

é ù-ê úë û
， 上单调递增

D. 函数 ( )g x 的图象关于直线
π

12
x = 对称

【答案】BCD

【解析】

【分析】首先求出 ( )g x 的解析式，然后根据正弦函数的性质逐一判断即可.

【详解】将函数   sinf x x= 的图象向左平移
π
3
个单位长度，可得

πsin( )
3

y x= + ，



再将图象上所有点的横坐标变为原来的
1
2 倍（纵坐标不变），可得

π( ) sin(2 )
3

g x x= + ，

对于 A 选项，令   π π π πsin 2 sin 2
3 3 3 3

h x g x x xé ùæ ö æ ö æ ö= - = - + = -ç ÷ ç ÷ ç ÷ê úè ø è ø è øë û
，

则
π 0
6

hæ ö =ç ÷
è ø

，
π 2πsin 0
6 3

hæ ö æ ö- = - ¹ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，故函数
π
3

g xæ ö-ç ÷
è ø

不是偶函数，A 不正确；

对于 B 选项，因为
π sin 0 0
6

g æ ö- = =ç ÷
è ø

，故
π
6

x = - 是函数 ( )g x 的一个零点，B 正确；

对于 C 选项，当
5π π,
12 12

x é ùÎ -ê úë û
时，

π π π2 ,
3 2 2

x é ù+ Î -ê úë û
，所以函数 ( )g x 在区间

5 ,
12 12

 é ù-ê úë û
上单调递增，

C 正确；

对于 D 选项，因为对称轴满足
π π2 π, Z
3 2

x k k+ = + Î ，解得
π π , Z

12 2
kx k= + Î ，

则 0k = 时，
π

12
x = ，所以函数 ( )g x 的图象关于直线

π
12

x = 对称，D 正确.

故选：BCD.

10.已知 z1与 z2是共扼复数，以下四个命题一定是正确的是（    ）

A．
22

1 1z z= B． 2
1 2 2z z z= C． 1 2z z R+ Î D．

1

2

z R
z

Î

【答案】BC

【分析】设 1 2, , ,z a bi z a bi a b R= + = - Î ，分别求出
22

1 1,z z ，得到 A 不正确；根据复数的运算，可得 B

正确；根据 1 2 2z z a R+ = Î ，可得 C 正确；根据复数的除法运算，可得 D 不一定正确，即可求解．

【详解】设 1 2, , , 0z a bi z a bi a b R b= + = - Î ¹， ，

则
2 2 2
1 2z a b abi= - + ，  22 2 2 2 2

1z a b a b= + = + ，所以 A 不正确；

又由
2 2

1 2z z a b= + ，
2 2 2

2z a b= + ，所以
2

1 2 2z z z= ，所以 B 正确；

由 1 2 2z z a R+ = Î ，所以 C 正确；

由
 

  

2 2 2
1

2 2 2 2
2

2a biz a bi a b ab i
z a bi a bi a bi a b a b

++ -
= = = +

- - + + +
不一定是实数，所以 D 不一定正确.

故选：BC

11.已知定义在R 上的函数 ( )f x 满足
7( ) ( ) 0
2

f x f x+ + = ，且
7( )
4

y f x= - 为奇函数，则下列说法一定

正确的是（    ）



A. 函数 ( )f x 的周期为
7
2

B. 函数 ( )f x 的图象关于
7( ,0)
4

- 对称

C. 函数 ( )f x 为偶函数

D. 函数 ( )f x 的图象关于
7
4

x = 对称

【答案】BC

【解析】

【分析】由
7( ) ( ) 0
2

f x f x+ + = 得函数 ( )f x 的一个周期，由
7( )
4

y f x= - 是奇函数得函数的对称中心，

两条件结合得函数 ( )f x 的奇偶性.

【详解】由
7( ) ( ) 0
2

f x f x+ + = ，得  7( )
2

f x f x+ = - ，

将
7
2

x + 代入，  7 7 7( )
2 2 2

f x f x f xæ ö+ + = - + = - -é ùç ÷ ë ûè ø
，即  ( 7)f x f x+ = ，

所以函数 ( )f x 的一个周期为 7，A 项错误；

由
7( )
4

y f x= - 是奇函数得
7 7( ) ( )
4 4

f x f x- - = - - ，

因为  7( )
2

f x f x+ = - 和
7 7( ) ( )
4 4

f x f x- - = - - ，

所以
7 7 7 7 7 7( ) ( ) ( ) ( )
4 2 4 4 4 2

f x f x f x f x- + = - - = - - = - - - + ，

即
7 7( ) ( )
4 4

f x f x+ = - - + ，所以 ( )f x 的图象关于
7 ,0
4

æ ö-ç ÷
è ø

中心对称，B 项正确，D 项错误；

因为
7 7( ) ( )
4 4

f x f x- - = - - ，  7( )
2

f x f x+ = - ，

所以
7 7 7 7 7( ) ( ) ( ) ( )
4 4 4 2 4

f x f x f x f x- - = - - = - + = + ，将
7
4

x - 代入，

得 ( ) ( )f x f x- = ，即函数 ( )f x 为偶函数，C 项正确.

故选：BC.

三、填空题：本题共 3 小题，每小题 5 分，共 15 分．

12.已知集合
1 0 , { }
2

xA x B x x a
x

+ì ü= £ = <í ý-î þ
∣ ∣ ，若 A BÇ ¹ Æ ，且 A B BÈ ¹ ，则实数 a的取值范围是

__________．

【答案】  1,2-

【解析】



【分析】先解分式不等式，即可得出集合 A，再由 A BÇ ¹ Æ ，且 A B BÈ ¹ ，即可求出实数 a的取

值范围.

详解】由
1 0
2

x
x

+
£

-
可得：

  +1 2 0
2

x x
x

- £
¹

ì
í
î

，解得： 1 2x- £ < ，

所以 = 1 <2A x x- £ ，

因为 A BÇ ¹ Æ ，且 A B BÈ ¹ ，

所以  1,2a Î - .

故答案为：  1,2- .

13.甲、乙两个圆锥的母线长相等，侧面展开图的圆心角之和为 2π，侧面积分别为 S甲和 S乙，体积

分别为V甲和V乙．若 2
3S

S
=甲

乙

，则
V
V

=甲

乙

      

【答案】
3 21

7

【分析】设母线长为 l，甲圆锥底面半径为 1r ，乙圆锥底面圆半径为 2r ，根据圆锥的侧面积公式可

得 1 2
3
2

r r= ，再结合圆心角之和可将 1 2,r r 分别用 l表示，再利用勾股定理分别求出两圆锥的高，再根

据圆锥的体积公式即可得解.

【详解】解：设母线长为 l，甲圆锥底面半径为 1r ，乙圆锥底面圆半径为 2r ，

则
1 1

2 2

3
2

S rl r
S r l r




= = =甲

乙

，所以 1 2
3
2

r r= ，

又 1 22 2 2r r
l l
  + = ，则 1 2 1r r

l
+

= ，所以 1 2
3 2,
5 5

r l r l= = ，

所以甲圆锥的高 2 2
1

9 4
25 5

h l l l= - = ，

乙圆锥的高 2 2
2

4 21
25 5

h l l l= - = ，

所以

2 2
1 1

2 2
2 2

1 4 21
3 213 25 5

1 9 4 7
3 25 5

r h l lV
V r h l l





´
= = =

´

甲

乙

.

【



14.已知数列 na 满足 1 2
1
2n n na a a+ +× × = - ， 1 2

12,
4

a a= - = ,则 na 的前 n项积的最大值为    

【答案】1

【分析】先通过递推关系推出数列的周期为3，然后3个数为一组，分别计算 3 3 1 3 2, ,k k kT T T+ + 的表达

式 *k Î N 后进行研究.

【详解】由 1 2
1
2n n na a a+ +× × = - 可知， *n" Î N ， 0na ¹ ，亦可得： 1 2 3

1
2n n na a a+ + +× × = - ，两式相除得：

3 1n

n

a
a

+ = ，即 3n na a+ = ，所以数列 na 是以3为周期的周期数列，由 1 2
12,
4

a a= - = 得：

3
1 2

1 1
2

a
a a

= - =
× .

记数列 na 的前 n项积为 nT ，结合数列的周期性，当 *k Î N ，则 3 1 2 3
1( )
2

k
k

kT a a a æ ö= = -ç ÷
è ø

，记
1
2

k

kb æ ö= -ç ÷
è ø

，

为了让 kb 越大，显然需考虑 k 为偶数，令 *2 ( )k t t= Î N ，结合指数函数的单调性，则

2 11 1 1 1
2 4 4 4

t t

kb æ ö æ ö æ ö= - = £ =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

，即 3
1
4kT £ ；类似的 3 1 1 2 3 4

1 1( ) 2 2 1
2 2

k
k

kT a a a a+
æ ö æ ö= = - × - £ - × - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

1 2

3 2 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1( )
2 2 2 2 4

k k
k

kT a a a a a
+

+
æ ö æ ö æ ö= = - × - = - £ - =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

.综上所述， na 的前 n项积的最大值为1.

四、解答题：本题共 5 小题，共 77 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

15．（13 分）设函数
21( ) ln

2
f x x ax= - ， ( ) exg x bx= - ， ,a b Î R ，已知曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处

的切线与直线 1 0x y- + = 垂直．

（1）求 a 的值；

（2）求 ( )g x 的单调区间；

【答案】（1）2    （2）答案见解析    

【解析】

【分析】（1）利用导数 几何意义可得关于 a 的方程，解方程即可得出答案；

（2）对 ( )g x 求导，分 0b £ 和 0b > 讨论 ( )g x¢ 的正负，即可求出  g x 的单调性；

【小问 1 详解】

 f x 的定义域为  0, ¥+ ，       

的



   21 1ln
2

f x x ax f x ax
x

= - \ = -¢Q ，  1 1f a¢ = -   

由于直线 1 0x y- + = 的斜率为1， 1 (1 ) 1, 2a a\ ´ - = - \ = .                    6 分

【小问 2 详解】

  exg x bx= - ，   exg x b¢ = - ，     

①当 0b £ 时，   e 0xg x b=¢ - > ，  g x 在 R 上单调递增；

②当 0b > 时，令   0g x¢ = 有 lnx b= ，

当  , lnx bÎ -¥ 时，   0g x¢ < ，  g x 单调递减，

当  ln ,x bÎ +¥ 时， ( ) 0g x¢ > ，  g x 单调递增.

综上所述： 0b £ ，  g x 的单调递增区间为 R，

0b > ，  g x 的单调减区间为  , lnx bÎ -¥ ，  g x 的单调增区间为  ln ,b +¥ .           13 分

【点睛】关键点点睛：本题考查导数的几何意义、求单调区间和利用导数求解恒成立问题；本题求

解恒成立问题的关键是将恒成立问题转化为求函数的最值.

16．（15 分）为倡导公益环保理念，培养学生社会实践能力，某中学开展了旧物义卖活动，所得

善款将用于捐赠“圆梦困境学生”计划.活动共计 50 多个班级参与，1000 余件物品待出售.摄影社从

中选取了 20 件物品，用于拍照宣传，这些物品中，最引人注目的当属优秀毕业生们的笔记本，已

知高三 1，2,3 班分别有
1 1 1, ,
2 3 4

的同学有购买意向.假设三个班的人数比例为 6：7:8

(1)现从三个班中随机抽取一位同学：

(i)求该同学有购买意向的概率；

(ii)如果该同学有购买意向，求此人来自 2 班的概率；

(2)对于优秀毕业生的笔记本，设计了一种有趣的“掷骰子叫价确定购买资格”的竞买方式：统一以 0

元为初始叫价，通过掷骰子确定新叫价，若点数大于 2，则在已叫价格基础上增加 1 元更新叫价，

若点数小于 3，则在已叫价格基础上增加 2 元更新叫价；重复上述过程，能叫到 10 元，即获得以

10 元为价格的购买资格，未出现叫价为 10 元的情况则失去购买资格，并结束叫价.若甲同学已抢先

选中了其中一本笔记本，试估计其获得该笔记本购买资格的概率(精确到 0.01).

【答案】(1)(i)
22 7;( )
63 22

ii (2)0.75.

【分析】(1)设事件 A = “该同学有购买意向”,事件 iB = “该同学来自 i 班”(i=1,2,3).根据全概率公式即



可求解 ( )P A ,根据条件概率公式即可求解 2( | );P B A

(2)由题意可得每次叫价增加 1 元的概率为
2
3

,每次叫价增加 2 元的概率为
1
3

.设叫价为 (3 10)n n„ „ 元

的概率为 nP ,叫价出现 n元的情况只有下列两种：①叫价为 1n - 元，且骰子点数大于 2，其概率为

1
2 ;
3 nP - ②叫价为 2n - 元，且骰子点数小于 3，其概率为 2

1
3 nP - .于是得到 1 2

2 1 ( 3)
3 3n nn P P nP - -= + … ,构造

等比数列 1}{ nn PP -- ,结合累加法可求解。

【详解】(1)(i)设事件 A=“该同学有购买意向”，事件 Bi=“该同学来自 i 班” ( 1,2,3)i =

由题意可知 1 2 3
6 7 8( ) , ( ) , ( )
21 21 21

P B P B P B= = = ,

1 2 3
1 1 1( | ) , ( | ) , ( | ) ,
2 3 4

P A B P A B P A B= = = 所以，由全概率公式可得

1 1 2 2 3 3: ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P A P B P A B P B P A B P B P A B= × + × + × 6 1 7 1 8 1 22 .
21 2 21 3 21 4 63

= ´ + ´ + ´ =    8 分

(2)由题意可得每次叫价增加 1 元的概率为
2
3

,每次叫价增加 2 元的概率为
1
3

.

设叫价为 (3 10)n n„ „ 元的概率为 nP ,叫价出现 n元的情况只有下列两种：

①叫价为 1n - 元，且骰子点数大于 2，其概率为 1
2 ;
3 nP -

②叫价为 2n - 元，且骰子点数小于 3，其概率为 2
1 .
3 nP -

于是得到 1 2
2 1 ( 3)
3 3n n nP P P n- -= + … ,易得 21

2 2 2 1 7,
3 3 3 3 9

P P= = ´ + =

由于 1 1 2 1 2
1 1 1 ( )( 3),
3 3 3n n n n nnP P P P P P n- - - - -- = - + = - - …

于是当 2n… 时,数列 1{ }n nP P -- 是以首项为
1 ,
9

公比为
1
3

- 的等比数列,

故 1

21 1 ( 2)
9 3n n

n

P P n
-

-
æ ö= ´ -ç ÷
è ø

- … .

于是 10P = 1 2 1 3 2 9 8 10 9... )( ) ( ) ( ) (...P P P P P P P P P+ - + - + + - + -

9

10

1 11
9 32 3 1 1 0.75

13 4 4 31
3

é ùæ ö´ - -ê úç ÷
è øê ú æ öë û= + = + ´ »ç ÷æ ö è ø- -ç ÷

è ø

$

于是，甲同学能够获得笔记本购买资格的概率约为 0.75.                             15 分

【点睛】关键点睛：



第二问中关键是设叫价为 (3 10)n n„ „ 元的概率为 nP ,利用叫价为 n元是在叫价为 ( 1)n - 元的基础上

再叫价 1 元或在叫价为( 2)n - 元的基础上再叫价 2 元，从而确定 nP 与 1nP - 的关系，再结合数列中的

构造法和累加法即可求解.

17．（15 分）如图，在多面体 ABCDEF 中，底面 ABCD为菱形， 60 ,DAB DEÐ = ^o 平面 ABCD，

CF / / DE ，且 2, 1,AB DE CF G= = = 为棱BC 的中点，H 为棱DE 上的动点.

（1）求二面角 A BE F- - 的正弦值；

（2）是否存在点H 使得GH / / 平面BEF ？若存在，求
EH
ED

的值；否则，请说明理由.

【答案】（1） 7
7

；

（2）存在，
1
4

EH
ED

= .

【解析】

【分析】（1）连接 ,AC BD 交于点O，作Oz ^平面 ABCD，以O为原点建立空间直角坐标系，利

用面面角的向量求法求解即得.

（2）利用（1）中信息，假定存在符合条件的点H ，利用空间位置关系的向量证明求解即得.

【小问 1 详解】

连接 ,AC BD 交于点O，由四边形 ABCD为菱形，得 AC BD^ ，过点O作Oz ^平面 ABCD，

显然直线 , ,OA OB Oz 两两垂直，以O为原点，直线 , ,OA OB Oz 分别为 , ,x y z建立空间直角坐标系，

由DE ^ 平面 ABCD，得 / /DE Oz，又CF / / DE ，且 2, 1AB DE CF= = = ，

则 ( 3,0,0), (0,1,0), (0, 1, 2), ( 3,0,1)A B E F- - ，

( 3,1,0), (0, 2, 2), ( 3, 1,1)AB BE BF= - = - = - -
uuur uuur uuur

，

设平面 ABE ，平面BEF 的法向量分别为 1 1 1 1 2 2 2 2( , , ), ( , , )n x y z n x y z= =
ur uur

，



则
1 1 1

1 1 1

3 0

2 2 0

AB n x y

BE n y z

ì × = - + =ï
í

× = - + =ïî

uuur ur

uuur ur ，取 1 1x = ，得 1 (1, 3, 3)n =
ur

，

则
2 2 2 2

2 2 2

3 0

2 2 0

BF n x y z

BE n y z

ì × = - - + =ï
í

× = - + =ïî

uuur uur

uuur uur ，取 2 1z = ，得 2 (0,1,1)n =
uur

，

设二面角 A BE F- - 的大小为q ，则 1 2
1 2

1 2

| | 2 3 42| cos | | cos , |
7| || | 7 2

n nn n
n n

q ×
= á ñ = = =

´

ur uurur uur
ur uur ，

因此 2 7sin 1 cos
7

q q= - = ，所以二面角 A BE F- - 的正弦值为
7

7
.               8 分

【小问 2 详解】

存在H 符合题意，且
1
4

EH
ED

= .理由如下：

令 ( [0,1])EH EDl l= Î
uuur uuur

，而 (0, 1,0)D - ，棱BC 中点
3 1( , ,0)

2 2
G - ，

则 (0,0, 2) (0,0, 2 )EH l l= - = -
uuur

，
3 3( , , 2)

2 2
GE = -
uuur

，
3 3( , , 2 2 )

2 2
GH GE EH l= + = - -
uuur uuur uuur

，

若 / /GH 平面BEF ，而平面BEF 的法向量 2 (0,1,1)n =
uur

，则 2GH n^
uuur uur

，即 2 0× =
uuur uur
GH n ，

因此
30 2 2 0
2

l- + - = ，解得
1
4

l = ，即
1
4

EH ED=
uuur uuur

，则
1
4

EH
ED

= ，

所以在点H 使得GH / / 平面BEF ，
1
4

EH
ED

= .                                 15 分

18．（17 分）与 x 轴不垂直的直线 l交抛物线 T:  2 2 0y px p= > 于 M、N 两点，F 为抛物线的焦点，

线段 MN 的垂直平分线交 x 轴于点 E(3,0),已知 O0(0,0),Q(4,0)且有 | | | | 4MF NF+ =

(1)求抛物线 T 的方程：

(2)过 F 的直线交抛物线 T 于 A、B 两点，延长 AQ、BQ 分别交抛物线 T 于 C、D;G、H 分别为

的



AB、CD 的中点，求 cos GOHÐ 的最小值.

【答案】（1) 2 4y x= (2) 3 11
11

【解析】

(1)设 M 1 1( , )x y ,N 2 2( , )x y ,由抛物线定义可知 1 2| | | | 4MF NF x x p+ = + + = ,又线段 MN 的垂直平分线

交 x 轴于点 E(3,0),故|ME|=|NE|,

2 2 2 2
1 1 2 2( 3) ( 3)x y x y- + = - + 即( 1 2 1 26)( )x x x x+ - - = 2 2

2 1y y- =2 2 1( )p x x-

因为 2 1x x¹ ,所以( 1 2 6) 2x x p+ - = - ,即 4 6 2p p- - = - ,则有 2p = ,

即抛物线 T 的方程为 2 4y x= .                                         7 分 

（2）设    1 1 2 2: 1, , , , ,AB x ny A x y B x y= +

代入 2 4y x= 得 2 4 4 0y ny- - = ,则有
1 2 2

1 2 1 2
1 2

4
, 2 4 2

4
( )y y n

x x n y y n
y y

+ =ì
+ = + + = +í = -î

,

所以 2( )2 1,2G n n+ ,故 2
2

2 1OG
nk

n
=

+

设 C( 3 3, )x y ,D( 4 4, )x y ,则
3 1 1

2
13 1 1 3

4

4 4

AC
y y yk

yx x y y
-

= = =
- +

-
解得 3

1

16y
y

= - ,同理， 4
2

16y
y

= - ,

所以 H 点的横坐标为
 

 
 

2
1 2 1 2 2

22 2
1 2 1 2

21 132 32 16 2 1 ,
y y y y

n
y y y y

+ -æ ö
+ = ´ = +ç ÷

è ø

H 点的纵坐标为
1 2

1 18 8n
y y

æ ö
- + =ç ÷

è ø
,所以 22(2 1)OH

nk
n

=
+

,有
1
4OH OGk k= ,       9 分

记 2
2

2 1OG
nt k

n
= =

+
,故 2

2 | || |
2 1OG

nk
n

=
+

,

当 0n = 时， OGk =0,

当 0n ¹ 时， 2
2 | | 2 2 2| | 1 12 1 22 | | 2 2 | |.

| | | |

OG
nk

n n n
n n

= = £ =
+ + ,

易求得
2 10, ;

2
t é ùÎ ê úë û

取直线 OG、OH 的方向向量分别为    1, , 4,p t q t= =
r r

,

故 cos
2

2 2

| | 4
| | | | 1 16

p q tGOH
p q t t

× +
Ð = =

× + +

r r
r r                                   13 分 



当 2 0t = 时， cos 1GOHÐ = ,当 2 10,
2

t æ ùÎç úè û
时， 2

2

9cos 1 16 17
GOH

t
t

Ð = -
+ +

函数
16y x
x

= + 在区间
10,
2

æ ù
ç úè û

上单调递减，最小值为

1 16 65
12 2
2

+ =
,

所以当
2 1

2
t = 时， cos GOHÐ 取到最小值为

9 9 3 111 65 11 1117
2

- = =
+

       17 分

19．（17 分）对于无穷数列{𝑎𝑛}，设集合𝐴 = {𝑥|𝑥 = 𝑎𝑛,𝑛 ≥ 1}．若𝐴为有限集，则称数列{𝑎𝑛}为“𝑇

数列”．

(1)已知数列{𝑎𝑛}满足𝑎1 = 2,𝑎𝑛+1 = 1
1−𝑎𝑛

，判断{𝑎𝑛}是否为“𝑇数列”，并说明理由；

(2)设函数𝑦 = 𝑓(𝑥)的表达式为𝑓(𝑥) = 3|𝑥 + 1|−|𝑥 + 2|，数列{𝑎𝑛}满足𝑎𝑛+1 = 𝑓(𝑎𝑛)．若{𝑎𝑛}为“𝑇数

列”，求首项𝑎1的值；

(3)设𝑎𝑛 = cos(𝑡𝜋𝑛)．若数列{𝑎𝑛}为“𝑇数列”，求实数𝑡的取值集合．

【解题思路】（1）根据𝑎1 = 2,𝑎𝑛+1 = 1
1−𝑎𝑛

，计算即可；（2）𝑓(𝑥)min = 𝑓(−1) = −1，当𝑥 > −1时，

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 > 𝑥，分𝑎1 = −1，𝑎1 ≠ −1两种情况讨即可；（3）当𝑡为有理数时，必存在𝑝 ∈ Z+,𝑞 ∈

Z，使得𝑡 =
𝑞
𝑝，则𝑎𝑛+2𝑝 = cos 𝑞

𝑝
π(𝑛 + 2𝑝)  = cos 𝑞

𝑝
π𝑛 + 2𝑞π = cos

𝑞
𝑝π𝑛 = 𝑎𝑛，因此集合𝐴 =

{𝑥|𝑥 = 𝑎𝑛,𝑛 ∈ 𝐍∗}中元素个数不超过2𝑝，为有限集；𝑡为无理数时，用反证法证明𝑎𝑚 ≠ 𝑎𝑛解决即

可.

【解答过程】（1）因为𝑎1 = 2,𝑎𝑛+1 = 1
1−𝑎𝑛

，

所以𝑎2 = 1
1−2

= −1,𝑎3 = 1
1 1 = 1

2
,𝑎4 =

1
1− 1

2
= 2,𝑎5 = 1

1−2
= −1， 

所以𝐴 = {𝑥|𝑥 = 𝑎𝑛,𝑛 ∈ N∗} = −1, 1
2

,2 ，所以{𝑎𝑛}是“𝑇数列”；               5 分

（2）由题知，𝑓(𝑥) = 3|𝑥 + 1|−|𝑥 + 2| =
2𝑥 + 1 𝑥 ≥ −1
−4𝑥−5 −2 ≤ 𝑥 < −1
−2𝑥−1 𝑥 < −2

 

，

所以𝑓(𝑥)min = 𝑓(−1) = −1，

当𝑥 > −1时，𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 > 𝑥( ∗ )，

因此当𝑎1 = −1时，𝑎2 = 𝑓(𝑎1) = −1,𝑎3 = 𝑓(𝑎2) = −1,⋯，

即𝑎𝑛 = −1,𝑛 ∈ 𝑁∗，此时{𝑎𝑛}为“𝑇数列”，

当𝑎1 ≠ −1时，𝑎2 = 𝑓(𝑎1) > −1，



由( ∗ )得𝑎3 = 𝑓(𝑎2) > 𝑎2 > −1,𝑎4 = 𝑓(𝑎3) > 𝑎3 > −1，...，

因此𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛,{𝑎𝑛}显然不是“𝑇数列”；

综上，𝑎1 = −1；                                                9 分

（3）当𝑡为有理数时，必存在𝑝 ∈ Z+,𝑞 ∈ Z，使得𝑡 =
𝑞
𝑝，

则𝑎𝑛+2𝑝 = cos 𝑞
𝑝

π(𝑛 + 2𝑝)  = cos 𝑞
𝑝

π𝑛 + 2𝑞π = cos
𝑞
𝑝π𝑛 = 𝑎𝑛，

因此集合𝐴 = {𝑥|𝑥 = 𝑎𝑛,𝑛 ∈ N∗}中元素个数不超过2𝑝，为有限集；

当𝑡为无理数时，对任意𝑚,𝑛 ∈ N∗,𝑚 ≠ 𝑛，下用反证法证明𝑎𝑚 ≠ 𝑎𝑛，

若𝑎𝑚 = 𝑎𝑛，即cos𝑡π𝑛 = cos𝑡π𝑚，

则𝑡π𝑛 = 𝑡π𝑚 + 2𝑘π或𝑡π𝑛 = −𝑡π𝑚 + 2𝑘π，其中𝑘 ∈ Z，

则𝑡 = 2𝑘
𝑛−𝑚

∈ Q或𝑡 = 2𝑘
𝑛 𝑚

∈ Q，矛盾，所以𝑎𝑚 ≠ 𝑎𝑛，

因此集合𝐴 = {𝑥|𝑥 = 𝑎𝑛,𝑛 ∈ N∗}必为无限集；

综上，𝑡的取值集合是全体有理数，即𝑡 ∈ Q．                    17 分




